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Soient A et B deux éléments de M,

Dap: M. (C) — M,(C)
X — AX + XB
1. Soit C € M, (K); montrer que spc(C) = spe(*C).
2. Montrer que l'application ®4 p est linéaire.
3. Soient V € M, ;(C)(resp. W € M,, 1(C)) un vecteur propre de A (resp. *B) associé a la
valeur propre a (resp. b).
(a) Montrer que V'W est une matrice de M,(R) de rang 1.
(b) Montrer que la matrice VW est un vecteur propre de @4 p; & quelle valeur propre

est-il associé ?
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(b) En déduire que pour tout polyndme P, & coeflicients dans C, P(A)Y =Y P(Al,— B).

(c) On note x4 = H (X — p)P* le polynéme caractéristique de A.
nespc(A)
i. Montrer que Y x4(A,—B) = 0 et en déduire que x 4(Al,—B) n’est pas inversible.
ii. En déduire qu'il existe a € spc(A) tel que la matrice (A — a)l, — B ne soit pas
inversible.

5. Conclure que spc(®a,5) = spc(A) + spc(B).



] Exercice 2 I

Soit n un entier > 2.

— M, 1(R) est muni de son produit scalaire canonique ( , ) et sa norme euclidienne || ||.
— Soit A € M,(R). On dit que

— A est une matrice normalesi : A'A = tAA.
~ A est une matrice orthogonale si : 'AA = I,,.

— On note O,(R) I'ensemble des matrices orthogonales de M,,(R).
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(a) Montrer que si P € O,(R) alors det(P) € {-1,1}.

On note SO,(R) = {P € O,(R) telle que det(P) = 1}.
rer que Vapplication f : O,(R) — {-1,1}; P > det(P) est continue et
tive.

(c) Déduire que O,(R) n’est pas connexe par arcs.
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{b) Montrer que 'application R : R — SO5(R); # — R(f) est continue et surjective.

{(c) Déduire que SO,(R) est connexe par arcs.

(indication : utiliser la fonction ¢ définie sur [0, 1] par ¢(t) = R(9)).

. Soient M et N deux matrices de M,(R).

Montrer que : M = N <= XMY =* XNY, VX,Y € M,:(R)
Soit A € M,(R).
Montrer que A est normale si et seulement si ||AX|| = || PAX]||, VX € M, :(R).
Soit A une matrice normale de M, (R).
Montrer que si P est une matrice orthogonale alors *PAP est une matrice normale.
Montrer que si B et B’ sont deux bases orthonormée d’un espace euclidien, alors la matrice
de passage de B 4 B’ est orthogonale.
Pour tout (M, N) € (M,(R))?, on pose (M, N) =tr( *MN).
(a) Montrer que ¥ est un produit scalaire sur M, (R).
On note N la norme euclidienne associée au produit scalairey). (N(M) = \/m )
pour tout M € M,(R)).
(b) Soit P € O,(R). Montrer que VM € M,(R), N(PM) = N(MP) = N(M).

. Montrer que O,(R) est un compact.



