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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement,
a la clarté et au soin de la présentation.

Probléme La partie 111 est indépendante des autres parties.

Dans les deux premiéres parties, on consiére (G,.) un groupe fini d’ordre
n > 2 et d’élément neutre e. Si a € G, Uensemble < a >= {a¥; k €
Z} désigne le sous-groupe engendré par a. On rappelle le théoréme de
Lagrange : L’ordre de tout sous-groupe H de G divise lordre de G.
Partie I
1. Soit a € G d’ordre p. Montrer que <a >= {z¥; 0<k <p—1}.
2. (a) Montrer que le groupe G est cyclique si, et seulement si, il eziste
z € G d’ordre n.

(b) Déduire que si m est premier, alors G est cyclique.

3. Le groupe de Klein (Z/2Z x Z/2Z,+) est-il cyclique ?

4. On suppose que le groupe G est abélien. Soient z ety deuz éléments
de G d’ordres respectifs p et q.

(a) Montrer que si p Aq =1, alors z.y est d’ordre pq.

(b) Montrer que si < z > N < y >= {e}, alors x.y est d’ordre
pVa.
Partie 11
On considére lensemble N = {k € N*; z* = ¢, V2 € G}.
1. (a) Montrer que, Vz € G, z" =e.
(b) Déduire que l’ensemble N admet un plus petit élément m < n.
2. (a) Déterminer m lorsque G = Z/2Z x Z/2Z. A-t-on m =n?

(b) On suppose uniquement dans cette question que G est le groupe
symétrique S3. Déterminer les ordres de la transposition 7 = (1,2)
et du cycle o = (1,2,3). En déduire que m = 6.




3. (a) Montrer que si k € N, alors m divise k.

(b) Déduire que m divise n.
4. Montrer que m = ppem{o(z), = € G} (o(z) désigne l'ordre de x).
5. On suppose que le groupe (G,.) est abélien et que m = rs, avec
r>18>1erhs -1 Onpise R={2c G, =" = e} et
S = {z € G; z° = e}. On définit RS = {z.y; (z,y) € R x §}.

(a) Montrer que R, S et RS sont des sous-groupes de G.
(b) Montrer que RN S = {e} et que RS =G.
(¢) Montrer que lapplication
f:RxS—G
(z,9) — .y
est un 1somorphisme de groupes.
(d) Montrer que R # {e} et que S # {e}.
Partie IIT
Soit (A, +,.) un anneau commutatif. Un idéal I de A est dit :

e premier si I # A et [V(a, b)c A2 siabel, alorsacl oube I] ;
e principal s’il eziste a € A tel que I = (a) = ad,;

o mazimal si I # A et, VJ idéal de A tel que I C J, alors (J =1 ou
J=4A) ,

On rappelle que Uanneau A est dit principal si A est intégre et tout idéal

de A est principal.
1. Soit I un idéal de A tel que I # A.

(a) Montrer que I est mazimal si, et seulement si,
Va € A\I, I+ (a)=A.
(b) En déduire que tout idéal mazimal est premier.

2. Montrer que si A est un anneau principal, alors les idéaux premiers
non nuls sont les idéaur mazimauz.

3. (a) Montrer que les idéauz de Z sont les nZ, n € N.

(b) Soit n un entier > 2. Montrer que l'idéal nZ est premier si, et
seulement sin est premier.

(c) Déterminer les idéauz mazimauz de Z.
4. On suppose que A = K[X]. Déterminer les idéauz mazimauz de A.
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