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Devoir de Synthése de Mathématiques

On note B = (e1, ez, e3) la base canonique de R3. On pose :
FiR3 SR (z,y,2) = (x4 2,2c+y+ 42,z + y + 32)

1. Montrer que f est un endomorphisme de R3.

2. Ecrire A la matrice de f dans la base B.

3. (a) Donner une base de ker(f).

(b) En déduire rg(f) le rang de f, puis donner une base de Im(f).
4. (a) Montrer que R? = ker(f) @ Im(Jf).

(

)
)
b) Donner une base B’ de R? formée par des vecteurs de ker(f) et Im(f).
c) Déterminer D = Mat(f, B').
5. On désigne par P la matrice de passage de B vers B'.

(a) Calculer P et P71

(b) Veérifier que A™ = PD"P~!, pour n € N (On ne demande pas de faire les calculs).

Partie I. Soit N € M;3(R) définie par :

0 00
N=|-1 00
0 10

1. Calculer N? et N3,
2. On définit Papplication ¢ : R — M3(R) par :

t2
Vt €R, o(t) = I3 +tN + ENQ.

(a) Vérifier que, V(t,s) € R?, o(t) - p(s) = @(t + s).
(b) En déduire que, Vt € Ret Vn € N, (¢(¢))" = p(nt).
(c) Montrer que, Vt € R, ¢(t) est inversible. Quel est son inverse.
3. On pose P = I3+ N, ou I3 est la matrice unité.
(a) Montrer, en développant (I3 + N)3, que P3 = I3 + 3(P — I3)P.
(b) Déduire que P est une matrice inversible et trouver son inverse en fonction de P et Is.
(c) Calculer P71,



Partie II. Soit A € M3(R) définie par :

1. On pose D = P71AP.
Calculer D, puis D™ pour tout n € N.

2. Calculer A™.

3. On considére les suites réelles (Tn)nen, (Yn)neN, (2n)nen définies par :

Tn+l = —Zn
Yn+1 = Tn
Zntl = —2Tn,— 2yn + 22
Tn
oll Tg = yg = 2o = 1 et on note par Up, = | ¥n
Zn

(a) Verifier que, Yn € N, Upq1 = AUy,
(b) Montrer par récurrence que, Vn € N, on a : U, = A"Up.

¢) En déduire Vexpression de z,, yn et z, en fonction de n.
p Y



