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Devoir de Synthése N 01

Une grande importance sera attachée a la riguneur du raisonnement,
a la clarté de la rédaction et au soin de la présentation.

Erercece 7
Soient E un ensemble non-vide et A une partie de E. On considére les deux applications
suivantes :

f: P(E) — P(E)x PE). X — (AUX.AnX).
g: P(E)x P(E) — PE). (X.Y)— X\Y=XnY.

L’application f est-elle surjective ?
Déterminer g{X. X} pour tout X € P(E}).
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L’application g est-elle surjective ?
Déterminer g(2. E) et g(2. D).

Que peut-on en déduire a propos Uinjectivité de g7
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Montrer que (g o f)? = idg).
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Prouver que g o f est bijective et déterminer sa réciproque.

8. En déduire que f est injective.

Ererncice 2
Soient a.b et ¢ trois entiers naturels tels que a et b sont premiers entre eux.
1. Montrer que pged(a. be) = pged(a. c).
2. Montrer que pged(ab. ¢) = pged(a. cipged(b. ¢}.
3. Pour tout n € N. on note D{n) I'ensemble des diviseurs positifs de n. Montrer que
Uapplication f définic comme suit

f : D{a) x D(b) — D(ab). (p.q) —> pq

est une bijection.



Probileoce:
@ Pour tout P dans GL,(R). considérons 'application suivante :
fp H JMQK(ME — M;AK}- M—s P;‘fpv‘i.

Déterminer 'application fi, .
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Montrer que pour tous P.Q € GL.(R). frc fo = fro.
En déduire que fp est bijective et (fp) ™' = fp-u.

Considérons sur GL,(E) Ia relation binaire # définie comme suit :
YP.QeGLLR). PZQ < fp= fo.

(a) Montrer que Z est une relation d’équivalence.
(b) Déterminer cl( P}. pour tout P dans GL,(R).

Considérons dans M3(R) les matrices suivantes :

3 1 2 231
A=4 =1 1 -2 et P=]121
1 i 4 1 1 2

. Calculer det(P). Déduire que P est inversible.

. Déterminer P! puis fp(A).

Montrer que pour tous M. N € Ms(R). fp{MN) = fp(M)fp(N).
En déduire fp(A") pour tout n € N.
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5. Soient (. )nen. (Yn)nen €t (2,)uen trois suites réelles définies par la donnée de leurs
premiers termes

Tp=Yo=20= 2.

et par le systéme suivant :
Lpe1 = 317!& + Yn + ?-3:2

{S} Ynv1 = —En T Yn — 23:}
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Notons X,, = | ¥n

(a) Montrer que X,.; = AX,, pour tout n € N.
(b} Déduire que X, = A"X, pour tout n £ M.

(¢) Déterminer les expressions de x,. y, et z, en fonction de n.




