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E2ç±B£±£i :    Soit  œ =  e !2"  (   =   -±  + j  ¥  ,  connu  aussi en  pratique  le  nombre complexe  j   ).

i)   Vérifierque    ®3   =  i  .

2)   En  développant   (  1 -   cÛ  )  (  co  2   +    ®   +   i),   vérifier que    (  i  -    o]  )  (  ® 2   +    co   +   i)   =  i .   co 3  .

3)   Déduireque       œ2  +    ®   +   i   =  o.

4) Justifier  par  une  autre  méthode que   a)  2   +   a)   +   1  = 0   (  lndication  :   co 2   est égal   au  conjugué de co  ).

5) Soit  n et m  de  lN.   Prouver   par   des  propriétés de  l'exponentielle  |a formuie    co n co m   =   a) n+m

( dans cette question  on  n'utilise pas   la  récurrence ).

6)  Prouver  la formule  précédente (  de  5)   )  par récurrence sur   n   en  regardant  m   comme fixé.

( on rappelle que,   pourtout k de iN ,    d) kri   = a)  Ü)k    et   que    a) °   = i ).

7)   Sachant qu'en  plus    ® kp =  ( a]k )  P,  pour tous k   et  p de  lN,  déduire que  pour tout entier   n  de  lN,
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où   r   est  le  reste de  la  division  de  n  par 3   ( On rappelle  que pour tout   n il existe deux entiers  q

et   r  uniques  avec  r   =   0 ,1,  2  tel que     n  = 3q + r  ,   cet entier  r  est le reste de la division ).

8)   Déduire    a,3o2.

9)   Déduire,  d'après   7),   les entiers  p de  lN tel  que      i   +    ®   +   ® 2   +    a) 3   +  .  .  . +   a) P   =   o  .

(  lndication  :   Pour tous z  nombre complexe et n de lN*,    (  i -z )  (  i + z   + z 2 +   z 3 + .  .  . +   z n ) = i _ znu   ).

io)   Déduire  pour ces entiers  ( de 9) ),   que    sin  ( 2n / 3)   +   sin  ( 4 Jt / 3)   +  .  ®  .  +   sin  (  p  2n / 3)   = 0  .

Bonne chance


