Concours Technologie

Epreuve de Mathématiques

Partie I

+00
Le but de cette partie est de calculer les intégrales /
0

+0c0 : 2
sin“{

hiz) = e—..":t__

(:'I) L 2

.8
t
1. On pose H(x,t) = e‘r‘%— sur [0, +00[x]0, +o0.

H est continue sur [0, +00[x]0, +oo] et on a

Soit la fonction

611’12 t

|H (z,t)] < ., V(z,t) € [0, +00[x]0, +o0l.
sin® ¢ sin®t 1 :
De méme ~ 1 au voisinage de 0 et —5— 7 < 75 au voisinage de +oo0.
.2

t
Donc ¢ : t — 51?2 est intégrable sur ]0,+o00[, d’ou h est bien définie et continue sur
[0, +o0[.

.9
t ; . .
2. (a) La fonction z +— gt 51?2 est deux fois dérivable donc la fonction H admet deux
O’H H in’t  0°H ,
dérivées partielles s et — 33:2 vec %—I = —e"“ir;— et -§-$—2— = ™%t str t.
le _atsm t 2

Pour a > 0 et = > a, |g—fxt)| e =gt T I_ —| = ¥ (t) et|%($,t)|=

le™%* sin 2¢| < |e™%sin 2t| = 1a(t) avec 1,b1 et 1o sont mtégla.bles sur ]0,+o0[. Par
domination sur tout compact h est de classe C* sur ]0, +0ocf, et

+00 92
W (z) = / I o T
0

P
+0o0 s 2t
h(z) = 20 "
@= |
Wi(z) = 0+°° e~Ttgin? tdt = 0+°° e'“"——-——l _C;S(Qt) dt
1 +00 1 400
= 5] e % dt — §/ e " cos(2t) dt
1 ’ 1 = ’
=i §f e~ cos(2t) dt
- 0

(b) Deux intégrations par parties donnent, pour tout z > 0,

+00 i T
e I
/0 ¢~ cos(2t) dt = ——.
(c) Intégrer h”(z) donne, pour tout z > 0,
R (z) = wélnfn—zlu 244+

Comme lil_|r_1 ' (x) = 0, nous obtenons ¢ = 0.
T—r1T00
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(d) De méme intégrer b/(z) et lirj{l h(z) =0, pour tout = > 0,
=100

2
T x T
h(l’) = Z In m - arctan(g) -+

bo] 3

(a) h est continue en 0, lin%) h{z) = h(0)
T—

. . 0 gin? ¢
(b) Intégration par partie sur 2
0
On pose u =sin?t et v/ = %

+oo 12 L2 -
/ ® sin“t dt= [~ Sll:5 t]goo N /+oo sin(2t) dt
0 0

12 t
+o0
sin z
/ dz.
0 z

avec z = 2t.

Partie 11

Le but de cette partie est de calculer entre autres les sommmes suivantes:

+00

Zsinn
m .

n=1

1. Soit ¢ la fonction de la variable réelle ¢, 2m-périodique et telle que:
™
Vte [-n, 7], ¢t) = 5 |2].

On note S, (t) la série de Fourier de ¢.

+

n=1

sinn\ 2
et

a) @ est 2w périodique et Vt € [—m, w[, () = § —|t]. p est C'! par morceaux sur [—m, T
3 ¥

@ est continue en 7~ et en 7. @(r7) = @(nT) = @(n).

Donc ¢ est continue sur [—m, 7] et par période sur R. Sur [0,7[ ¢/(z) = 1 et adme

une limite en 7.
Donc ¢ est C! par meoceuax sur R.
En utilisant le théoréme de Direchlet on a ¢(t)S,(t).

(b) Comme ¢ est paire by (¢) = 0. ag(w) =0 et

{0 sin = 2k
an() = ?(T:IT)_? sin=2k—1

(c) D’ou

TR 4 cos((2k — 1)t
Selt) =2 w(;(k~1)2))'

n=1
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f 1 _ 72

12§
paet (2k — 1) 8
it)

@ =81 = 2
lﬁ?:g(zk)2+kz_l(2k—1)2:'€

n=

iii)

+co _1)m
Z;(nz)

3. i) Théoréme de Parseval

ao() - I
w0 S @) 8 =5 [ et
n=1 -7
+§ 1 _ 4
—_ 14 96
s (2k—1)F 96
i)
i"’ 1 _+Z°° 1 ++°° 1
Zint T 2k - 1) (2k)4
-
- 90

T
4. On note @(z) = / o(t)dt telle que ®(0) = 0.
0

@) o(-2) = [ T = | " () (—dt) = — /O " ()t et

Oz +27m) = /Dw+21r p(t)dt = @(x) + /z+21r o(t)dt

v étant 27 périodique donc

427 2
/ @(t)dt = / p(t)dt = mag(p) = 0.
z 0

. Dot &(x + 27) = ®(x).

(b)  étant continue 27 périodique ¢ 1 par morceaux donc la série de Fourier de ¢ converge
normalement vers . On a une série de fonctions continues qui converge normalement
on peut l'intégrer terme & terme

2 4eos((26 — 1
o)=Y LR,

n=1

ce qui donne

IR 4sin((2k -1

Cette série converge normalement donc sa somme est développable en série de Fourier

et les coefficients de Fourier de ¢ sont an(®) = 0, by (®) = 0et bay11(2) = (2k —1)3
1(%k —
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(c) i) Parseval appliquées & ¥ donne

+oo
16 1 2 ",
—_— _— = t
=2 2 2k~ 1F W/O‘I’()dt
k=1
vz € [0,x], © " _pa =2 2 Don [T (it = i
on a Vz € [0,7], (:v)—/o - ) =-z- o ou/0 (t) = 15 o i
donne .
L.
(2k —1)6 ~ 960

k=1

ii) De méme

5. Soit f la fonction d’une variable réelle, 27-périodique, impaire et telle que, pour tout

t €]0, 7], on a:
m—t

="

(a) Comme f est impaire on a f(0) = 0 d’ott an(f) =0 et ba(f) = £.

(b) S;(f) = oifoq slnt),

n

6. f n'est pas continue sur R mais continue par morceaux S¢(t) = = Sin;”t) =1 (t+)§f )

. . sinn
Au point 1 f est continue et E o est convergente et que
T
n>1

+c’osinn -1
Yo =)=
n=1

7. On considére la fonction g, 2m-périodique, impaire et définie sur ]0, 7] par:

[ tf(1) site€lo, 1]
9(“—{ £8) site (L.

(a) anlg) et by(g) de la fonction g est 2m périodique sur R et C'! par morceaux sur R d’ot

an(g) = 0 car g est impaire et by(g) = SH,:L(QH)
(b) d’on
X sin(n) .
Sg(t) = 3 sin(nt).
n=1

(c) g étant continue 27 périodique C" par morceaux donc la série de Fourier de g converg
normalement vers g.

(d) En utilisant Dirichlet et le fait que g(1) = f(1) on obtient

+00 . —+oo .
Z(Slnn)2 T—1 Zsmn
n -2 ’
n=1 n

n=1
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. an(g)? 1R 9 9 1 [, X /cosm 2
(e) En utilsant Parseval —i +§ Z(an(g) +b,(9)%) = 7 g*(t)dt = Z ( > :
n=1

3. Calculer les sommes suivantes:
9

+oa

Z sm-n
?’L4

n

=1

J-co
Z C052 n
nt

n=1

Partie III

¢ On note par M, (R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n.

e Soit A une matrice de Mp(R). On dit qu'une matrice R de M,(R) est une racine carrée
de Asi R? = A.

e On note par Rac(A) I'ensemble des racines carrées de A.
Le probléme propose de déterminer les racines carrées de A dans différents cas.

1. Cas ol A posséde n valeurs propres distinctes.
On suppose que la matrice A € My, (R) admet n valeurs propres réelles Ay < Ay < ... < An.

(a) e A admet n valeurs propres distinctes don elle est diagonalisable et semblable & une
matrice diagonale. D’oti existence d’une matrice P € My (R) inversible telle que
A= PDP ! ou D = diag(A1, A2, .-y An).
e Soit R une racine carrée de A et § = P~'RP. Comme R* = A on a
S§? = P7'R?P =D.
(b) Racines carrées de D. Soit S une racine carrée de D.
i) SD = 83 = DS. Posons S = (S;;). Comme SD = DS on a A;5;; = Si;A; et done
pour i # j, Si; = 0 car A; # A; d’ou la matrice S est diagonale.

2i) On a alors S? = diag(s?, - ,82) = diag(A1, -+, A2). dou Vi, s2=\.
31)Si A; < 0,4 =1, s} = A\; n’a pas de solution donc Rac(4) =0
4i) Si on suppose que toutes les valeurs propres de A sont positives ou nulles alors

M20=2M>0Vix>2
Les racines carrées de la matrice D:

RG,C(D) = {diag(gl )‘la T ;En\/XT_ljvsi € {—17 1}}
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(c) On utilise R racine carrée de A ssi S = P™1RP racine de D.
Si A1 < 0, Rac(D) = 0 = Rac(A) = 0.
Si A1 > 0 une racine carrée de D est connue par le choix de g; = lou — 1,

Rac(A) = {Pdiag(exv/ M1, -+ ,enV/ M) P71 e € {~1,1}}

Deux choix de € donneront deux racines carrées distinctes de D sauf dans le ou
)\1 = 0, d’ou
card(Rac(A)) = 2" siA; =0

card(Rac(A)) =2"si A; >0
(d) Application : A € M3(R)

11 -5 5
A= -5 3 =3
5 -3 3
0
1 ] est le vecteur propre associé & lavvaleur propre 0
1
1
1 est le vecteur propre associé & lavvaleur propre 1
-1
2
—1 | est le vecteur propre associé & lavvaleur propre 16
1
0 1 2
P=}1 1 -1
T -1 1

A = Pdiag(0,1,16)P~, 4 racines carrées de A

RacA = {Pdiag(0,1,4)P~*, Pdiag(0,~1,4) P!, Pdiag(0,1, —4)P~!, Pdiag(0,—1,—4)P~'}

T 505 -7 5 =5
3 -1 1 3 3 3 -3 1 -1
RacA={| -1 1 -1 }|,{ — i — |, .?’- -1 i 1 -1 01
1 -1 1 83 3 33 -1 1 -1

3 3 3 "3 3 3

2. Cas ol A est la matrice nulle de M,(R).
On cherche dans ce cas a déterminer les racines carrées de la matrice nulle.
Soit R € My (R), une racine carrée de la matrice nulle. Soit f ’endomorphisme de R™ dont
R est la matrice dans la base canonique de R™. On note r le rang de f.

() R2=0= fof =0. Doncy € Imf =3z € E/y = f(z) dou f(y) = f(z) =0 =
y € kerf, donc Imf C kerf
Le théoréme du rang
r +dim(kerf) = n,

Comme dim(kerf)> r donc r < g
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[ T
(b) 1) Zaiei + Zﬁiui =0.
i=1 i=1

r T
En composant par f = f(e;) =0et f(u;) = ei,Zﬁif(ui) = Zﬁiei =0,(er,  ,¢er)
est libre = §; = 0Vi. ' !
n-—r
Zaiei =0,(e1, -+ ,en_r) est libre = a; =0

i=1
D’owt Blibre et cardB = dimE = B est une base.
21)

M, = Matg(f) = ( - )

(c) R € Rac(A) alors soit R = 0 soit R semblable a M,, R = PM, P!, P € GL,(R)

Rac(A) = {PM,P~1/P € GL,(R),r € N*N[1, 12?]} U {0}.

(d) Application :n = 4, les racines carrées de la matrice nulle sont O et les matrices
0 0 01 0010
1 . 0 06 00 0 001
semblables & l'une des deux matrices 0000 t1'loooo
0 0 00 0 000D

3. Cas oul A = I, la matrice unité de M,(R).

(a) Soit R une racine carrée de la matrice unité I,,. i) R? = I, & R™! = R, R est inversible.

2i) X? — 1 est un polynéme annulateur de R. R est semblable & une matrice diagonale
qui ne contient que 1 out —1 sur la diagonale.

R est semblable a5, = ( _OI‘I IO > )
q

(b) Rac(l,) ={PSqP~'/P € Glr(R),q € {0,--- ,n}}.

4. Cas o1 A est une matrice symétrique réelle.
Non, prendre par exemple S = diag(—1,0,1,--- ,n — 1) une valeur propre négative.
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