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Exercice

PourzeCatr g ;0N pose g{z) = STy
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I} I Une sim wle décompasition eon éléments sim :ples donne pour =

4 avec iz < 1, 6n g iz explit)] < 1 pour tous ¢ = R on a:
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a) équation 22 — <22+ 1 =0, admet dans © deux racines f‘ont ‘€ proaul! vaug 1, dene
elle posséde une racine vérifiant |w < 1, Supposons fwl = 1 . s'aeris 21078 s0us 14
forme w = exp( 0} avec 8 K, l'autre racine serait exp{—:6).

Lz somme deg deL\ racines serait exp(if) + exp{—1f) = 2 cos(f)

alors @ = cog(g) < =117, ce qui est absurde. D 0 iw! <1,

A
—3-.a)

L= 2wcosit) + 2

2 1~ 2w 2

( —M__-ﬁ = -
1 __wzg\w) I~2weos(t) + w21 = 2

= f(2)

B) Scitt £ R, fixéon a -
2
—— - —_—
2ow—2wcos(t)  g-— cos(t)
1
a — cos(t)

mme an

= J{2), pour tout t € R

a) ) La fonction f définie sur R, paire , 27-périodique et de classe C! sur R ao“c f a.dmﬁ"
A e
- ..up developpement en-série de Founer donné par:

%l f _ ™ cos(nt) ‘
_~ +7;an(f) cos(nt) avec a,(f) = ;A mdt, Yn e N.
o(f)

+Tan(f )cos{nt).

n>1
, 2w 2w =
D'autre part, f(t) = - u2g(w) = [l + QZ;w" cos(nt)].
=
d’o le développement en série de Fourxer de f est donneé par:

flt) = 12w [l-i-ZZw cos(nt)]

b) D'aprés I'unicits du développement en série de Fourier on deduyit que

4 4y m+1
a(f) = = 7 et an{f) = » Pour tout n > 1, et comme
1—w - 1— 2

" cos(nt T cos(nt 2rntl
an(f) = —/ ) dt, en déduire que/ #dt = >, YneN
0 a-—cos(t) o a-—cos{t) 1— w2

Dapres le théoreme de Dirichlet on a : V¢ ¢ R, f(t) =

équation:
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Probléme

{2 tn

Pour tout cnuer naturel n € N et z € R, on pose Fu{z) = (25— 1" cL on définit ia suite de
polyndmes {7, )uen & coeficients réels par :
PJ:.?I/ =1

* (n}
Pz = L lF‘ z), pourmn>1

e posiill

€]
pe
i

o Iy designe la derivé k-ieme de la fonction Fy,, k étant un ¢

Partie 1

o1
(327~ 1) P3{z) = 5 (52 =% — 3z)

) \ - o ~ 0% X ;N
2. comme 20— 10 = S (=DFCEL % alors Pa(z) = - -

am ,*_p\:fP(p~l)...(p~—m+]} sim<op
dzm™ LO ssm>n

I N résuite gue pour 0 <k < n, on obtient

)= (2n —2k)(2n - 2k —1)...(n— 2k)z™ % sin < 2n — 2k Ce qui entraine
g g oo In
- T, par suite £ X (5
: . (2n — Qk)‘ n-2k
dzn’ T =2k

o

(3]
o~ CDFCn—2k) o
= kl(n - k)i{n — 2K)!

: ‘A
Do Pyiz) =

. 2n
37 &) P, cat pour degré n le coefficient dominant est —m ===t

o) que pour tout n € N et pour tout z € R, on a :
12}
NN A%

3

£ 2kl (n — k)!(n — 2K)!

c) Il est clair que Pom41(0) = 0 d’aprés la question précedente, pour n = 2m d’aprés
(—-1)™(2m)!

I'expression de Pom on a P (0) = 22m ()2

Partie IT

1} En remarquant que (22 — 1)* = (z — 1)™(z + 1)", on obtient par la formule de Leibniz :

d —k
k .
P.(z) 2"‘n' C’n T (z — l)nd:c”*k (z+1)
~ n! . dn—*k !
Comme —(z - 1)" = m(z —1)""" de moénome d—x—;_—z(m + 1" " (z+1)"

Il en résclte:

b k)2
Palz) == 3~ Lol (o~ k(e + 1y

k=0

1~I}—=—2 (—'1) (271 2k)| (_ ) n—2k —(:-_—1~)-nPn(Ej-~~w—— B e

Ty
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2} Diapres la gquesiion precedente, on peal corive I (w) = ) —-—1= o1 T

D" Lo deduire que P010 = 1 el comme P (=1) = =10, = (=1)"

/
T ) K e

'\l :-»;— sk PRSI G P> S ‘\*C-"‘-'
4 o [ AR A . ]-(.\:‘HO(-(W“- - U) == =

3} Comme ona i {z, == Vol
Jy STy o Le o 1) L S R AN TR - 2,“
=0 =i
et dlapres Parlzel =3 —bow a
" ( 5 = 2m + ]
T/(u ISR R S 12 G = (_1
(P Rt T R O - A wr e Dy
s - — {70 = LTt
k=0 {rirls
N
‘ L T e e sy = N T e e it ie e cont
4y a) Dlapres Pexpressionde Polo) = ) ———(w—1 "o+ 177" estdar gueie coel
} , S P i
=0
T Ck\q
. 71 A ﬂ. i N 1 B ST - o H a~va Iy
de de 27 est : dlune part dautre part dlaprés 2 cuestion Pariiel ~ 5 -

272
k= O

CZ;‘ T . ;
coefficient de =™ est —= donc ({Civ =C8

271 i An

k=0
b) Comme z € ‘—1,1jdonc z—1<2¢tjz-+1<20naz
1 ’ Mad o P o~ P N
IP :‘CWSZ on I‘I:_‘E ;I*li ASZ(CnJ _C’:‘n
k=0 k=0

Partie III
2) F, est une fonction polynome admettant 1 et —1 comme racines d’ordre n alors
3 . £,
tout & un entier telque 0 < k<n—-1,0na F,gk’(—l) = FTSR’QI} =0

bj pour toutn > 1, ona

7

1 1
/ Pn(t)dt = / ’}—Fén)(t)dt — ___I_[Fvgn)(:m }:’(ﬂ 1 =0
-1 -1 2nn! 2nn! : !

a) Soit &£ un entier tel que 0 < k& < n — 1, aDrés k intégr atxonb par parties

i k
| / Py (1)dz = T H llk‘ / F (“dt_( L lF(” k“->(+)] =0.

s on i . 2nn L .

b) pour tout polynéme P de degré strictement inférieur 27, on a :
1

/ P(t)P,(t)dt = 0, d’aprés la linéarité de l'intégrale et la question précedente.
-1

a) pour tout n € N, on a:
Jo =2 et pour n > 1, par intégration par partie deux fois,

9 o2n+ir,1)2
Jn :/ (2% — 1)"dz = —-—n—Jn_l. en déduire que Jy = {~1)" )
-1

2n +1 ' n+ Dt
! 1

b) Pour tout n € N, / P (t)dt =
-1 2nnl

1
/ t"F™) (1)dt, par intégration n foic
-1

trouve :

1 . 1 1 2

, (—1)”/ (=1)" 27+ (nl)?

P, (t)dt = F,(1)dt = Jn = it
/_1 (tht = "= [ Full) on 2n+ 1)

(O8]
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4y Si m = n, cn peut supposer m < n. [ans ce cas / Popli)Pp(tidt = 0 d'apres

PartiefI] — 2~ b.

(2n)!
Si n = n. dans ce cas on peut écrire Pp{t) = ;1(—7—-25 + Gn-1 avec deg{Qy 1 < =

rl (1 ~1 27 h 7l
| Pupaidi= g [ SRt Qnosl)Paltidt = =20 [ 7Pty
Lep L1l qii, dl = ——— / L pitlal - n—1l) wit,dl = —5 UTinitjdi =
J-1 o inlye S, Joi 2n{ny= .
2 .
2n + 1

N
(@]
v
3
“H
3

fin aiem,-wuna:_/ Pr{s;Pitidt = 2
1 -

Partie IV

On désigne par £ | U'espace vectoriel des polynémes & coefficients réeis ds degré inféricwr ou égal
an.
1) {Po, Py,.... Pa} est une base de &, car est une fammille de cardinal n+1 = dimg £ échelonne

en degré.

N e 2
2} Puisque [ Prit)Fpiyjdt = —————l—o.n-l donc pour tout 0 < k< n.ona

2 : \ 2k+1 .
—qa) = / Pt Pc{tidt, par suite o = 5 / Pt} Pe(t)at.
: - -1

oncc




_— o o (=DF(2K)! o
est développable en série entiére et sa série entiére est Z Wt ,
k=1 )

: (-1)"(2n)! .
d’autre part f{t,0) = nig PL(0)t" or Popt1(0) = 0 et Poy(0) = SR on tire que
(_1)71(2”)—! 2n . . . 1
t.0) = R A A t,0) = .
f(t,0) n2>0 S ()2 et par identification on a f(¢,0) e

c¢) A lintérieur de son disque de convergence la fonction f(t, z)est indéfiniment dérivable
par rapport t et on a ft(t,z) = ZnPn(:E)t”_l en identifiant on obtient I’équation
n>0
desirée.
(2 — 2zt 4 1) fi(t, z) + (t — 2)f(t, z) = 0.

d) Par resolution de P’équation différentiel de premiere ordre en ¢ on obtient f (t,i:) =
1

V2= 2zt+1




