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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de i
présentation. L'usage des calculatrices n’est pas autorisé.
[l est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite. méme
s’il n"a pu étre démontré.

Exercice préliminaire

40 .
| Montrer que la fonction x »(x)= ‘[0 u* e ™du est définie sur 0, +=| .

2. a. Montrer que T"(x+1)=xI"(x) pour tout réel x>0.
b. En déduire 1a valeur de F(n+l), neN.

On pourra utiliser les résultats de cet exercice dans toute la suite de l'épreuve.
p P

Probléme 1

Notations
Dans ce probleme, on adopte les notations ci-dessous.

C "(_[0,-‘»—00[):{_/’ [0 4[> R f continue}.
E={f€C° ([0.+=[) ;¢ f7(t)e” intégrable sur [O+co[}
F est 1'ensemble des fonctions polynomiales restreintes a [0, +o0] .

Pour tout entier naturel m, F,, ={Pe F ; deg(P)<mj,

"

Pour tout entier naturel k, v, est la fonction de F définie par v, 174> 1*.

k=1

Pour tout endomorphisme «, on note #° =id et «* =" ou, pour tout entierk > |




k

Pour toute fonction g« F et tout entier naturel &, on note —;—f— la dérivée d'ordre k de o,
!
d'g d'g _dg

avec la convention —==get — .
dar i’ di

Pour tout couple d'entiers naturels (7, £) tel que 0</ < ;j , on note . avec la

’./'\,: J!
S

convention 0!=1.

et

- Partie 1

Soit ¢ Papplication linéaire qui & tout P e F associe la fonction polynomiale

n

p(P) :rwr%( )+ (—t+l)~—— (1).

1. Montrer que la restriction de @ a F, estun endomorphlsme gue I'on notera ¢, .

2. Déterminer la matrice de ¢, dans la base canonique B=(v,, v, ... v, Jde £ .

5. En déduire les valeurs propres de ¢ et montrer qu’il est diagonalisable.
Dans toute la suite du probléme, on désigne par (Iy) » fa suite des fonctions polynomiales
. IE4

. N i T .‘-, .7 -
de F définies par L. :¢ > ! —e ~d—-(!’ ").
J jvtoar’

£=0

&
4. Montrer que L, (1 ) = Z(} /)—(—;—]—!)—t’ .
5. Expliciter L pour j=0,1,2et3.

6. Soit m un entier naturel.
a. Montrer que pour tout entier 0< j <m , ¢ _ (L} ) =-jL, .

b. Montrer que F, = E_BORL, .ol RL  est la droite vectorielle engendrée par L .
J‘ o ’

Partie 2

1. Soit /. g e E. Montrer que la fonction £ f(t)g{t)e™ est intégrable sur [0.+o] .
2. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C° ([0, +]).
Dans toute la suite du probléme, on pose f)g J’ F()g(t)e'dr . pour tout f,g € F.

3. Montrer que { ] ; est un produit scalaire sur £ . On notera [] ” la norme qui lui est associde.
4. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
5. Calculer <v},!v,(> pour tout couple d”entiers naturels (j, k).



Partie 3

Soit « 1'application linéaire qui & tout P F associe u(F):1 e’ C;—(P (1)e™ ).
¢l
. N dpP
1. Expliciter u(P) al'aide de P et =
A ’

. a. Montrer que pour tout entier naturel j > 1 ettoutentier 0<k < j -1,

19

1 a
L{ty=—e ——u" v !
(0= (e b, )n)e ).
b. Montrer que pour tout entier naturel j, L =—_’7u {vj )
\ N oy 'dgi \
3. Montrer que pour tout g, f £ F | <g{u(f))=-g(0)j (O)_/:[—lf/
vt

4. a. Soit un entier j > 1. Montrer que pour tout entier 1< &</, u” ( ) 0)=

b. Montrer que pour tout g = F et tout entier naturel /, <g L >

I
O

S. Montrer que pour tout couple d’entiers naturels dlSthtS(/ k) QL ;L >

6. Expliciter <", %Lk> pour tout couple d’entiers naturels ‘(j k).

7. Montrer que pour tout entier naturel j, I}quz =1.

8. Pour tout entier naturel k, on pose g, F> 1L, (1).
a. Montrer que <q " iLk > ={L, iq“,), pour tout couple d'entiers naturels {/,k).
L,)=0.

b. Soit un entier naturel j > 2. Montrer que tout entier 0 <k <7 -2, <q,*,

¢. Montrer que <q1+1i[‘/> =(2j+1).

d. Montrer {a relation

L (y==(+0) L ()+(2j+ 1)L, (1)-jL (1)

9. Soit deux suites réelles (a, ), ,, et (b,), -

a. Montrer l'implication

X

03", = b0t

/=0 \J }

L
b. '\/lomrerque —— Z( ]) L ([)




Probléme 2

[. Soit / la fonction de la variable réelle ¢, périodique de période 2 et telle que

flr)=t,0<r < 27 .

a. Déterminer la série de Fourter defet donner sa somme pour tout réel .

—1 n s i 0 ] o _]«n
b. En déduire fes valeurs de Z ) Z -, Z — l =) -
n=0 “n'*‘l n:()(?’l+1)k ,,:f,(2n+!)“ ,,,-_:_\(il%])_
(223 2 2
cos{nt — 67 2 . \
2. a. Montrer Gue ( ) 3 6: T pour tout réel 7 de [0.27].
n=t n’ -
i oo I % (*i)"
b. En déduire les valeurs de S- — Z —. T
,,o(n*] }1:0(2”1"1) n:.\{rhﬂ}
1 .
3. Soit O<a<i. Montrer que la série Z———— converge pour tout réel x> |
—(n+a)*
Dans wute la suite du probléme, on pose pour tous réels O <a<let x>1.
+C
| . -
peo Ofx L @)=Y —— S(xy=4(x. 1),
Sntay

1. Montrer que la fonction x> £ (x; @) est de classe € sur I, +x[ .

(Jl

-a. Donner les valeurs de &' (2) et £'(4).

. . 1 (o1
b. Donner les valeursde | 2, et | —)
2, b

I 1 b mfe
6. a. Montrer que £'(x, a)»-;;— < patre L%, a). P

b. En déduire  lim a*{ (x, a) et llma ¢(x,a)

X D

c. Donner un équivalent de ¢ (x, a) quand & — ",

7. Montrer que pour tous réels 0 <a <1, x>1 et tout entier naturel £, les fonctions

x=1 ~uu x-1 - {a+k+l)u

¢ U € . L. “
e et u i ——————sont intégrables sur }b, + 00[
e I—e

H

U

8. a. Montrer que pour tout entier naturel N, et tousréels O<a<tet x>1.

N P \1 —{(N+badu
+oo 11" +a0 4
) J—— du- [
n+ -0 l~e
l ~(N +l+au
f"‘u
b. Montrer que lim j L =0
N —>40 ]~

c. En déduire que pour tous réels O <a<let x>1, I'(x){(x, a) = }

~n ue® s
b

. . . )
d. Justifier la convergence de chacune des intégrales j'() ST lu et
o2 J

et donner leurs valeurs.
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