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Une grande importance sera attachée la rigueur du raisonnement, la clarté et soin de la
présentation. L’usage des calculatrices n'est pas autorisés.
Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme
sl n'a pu étre démontré.

Exercice
1) Ecrire les développements en séries entiere des fonctions

T +— log(1 + z?) et T +— arctan(z)

et préciser les rayons de convergence de ces développements .
~2) On note pour tout entier n non nul :

1 e 1
Sp=1l+-+=-+..+—.
+o gt
On rappelle que : log(n) < S, <1+ log(n) .
2-a) Montrer que - S < Sgn oy 1
2-b) ’Hontrer que la suite - ';,5 o= 'i’jl est- decroxssa.nte _Y " - i
S -
2-0) En dedmre 1a nature de la série de terme general Ui —(—H" lm- - -
I TR o : TEEReY Y . 2=
3—a) Montrerque le x:ayon de canvergence de la série entlere P _E . -
- SRR B 5 e e R
*est égal 1. e ) ‘
3-b) Pour z €] — 1,1], on pose : _
> +00 - o 5
f(2) =2 (1)1 et g(z) = (1+2°)f(2) .
n=1



Montrer que : y
R () g, R ()T,

gap= Yo g™t g, &
3-c) En déduire que : T
1 , 1 2 1 :
g(z) = zarctan(z)+ 5 log(1+z%) etque f(z)= : [1 :;5 arctan(z)+ T log(1 +x2)] .

4) Montrer que pour tout z €] — 1,1],
Fiz) = /z f@®)dt = %arctan(x) log(1 + z?) .
0

5) Ecrire le développement en série entiere de F. En déduire la valeur de

+oo T
Sy
=l 2041
Probléme
Partie 1

Soit ¢ une fonction définie et continue sur [—1,1], & valeurs dans JR. On pose pour tout

entiern > 0 :
L1 — R

z— cos(ﬁgo(x))

1) Vérifier les relations de récurrences suivantes : Vz € [-1,1,Vvn>1:.
fat1(2) + fa-1(z) = 2cos(p(z)) fn(2)-
2) Plus généralement vérifier que : Vz € [—1,71], Ym >n:

fran (@) + fm-n(z) = 2fm(2) fn(2)-

Dans la suite du probléme, on pose ¢(z) = arccos(z), et on désigne par T}, I'application :

T, :1=1, 1] — IR

: ' = - 7 —>cos(n-arccos(z) )

3) Montrer que pour-tout z € [~1,1] et pour tout entier n > 0 :
X n R !
ginarccos(z) _ % Crik (/1= 22)kzn~*
- k=0
4) En déduire que pour tout entier n > 0, 7, est une fonction polynéme définie pour tout
T € [~1,1] par :
E(%) . n
Talz) = Z C2*(s* -1 z%* o E(;}-) désigne la partie entiere de -
k=0 ”
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5) Déterminer le degré et la parité de T, .

Partie 2
Pour tout entier n > 2, et z € [—1,1], on pose :
02 0 ... 0 0 [ To(z)
1 1 . 0 0 Ti(z)
1| Coe A Ty (z
m=2 0L U e av@=| P
g 0 = # Ta-2(z)
00 ... 0 1 0/ Tos(2)

1) Vérifier les relations de récurrence suivantes : Vz € [-1,1], Vn > 1 :
Ta1(z) + To-i(z) = 22T (2) -

Préciser Ty(z) et Ty (z) -
2) Calculer le produit (M, — zI,)V,(z), ou I, est I'identité de M, (IR) .

3) Soit k € {0,1,...,n — 1}, montrer que zj, = cos(4 + *Z) est une racine de 7.

En déduire toutes les racines de 7,.
4) Montrer que pour tout 0 < k < n —1,

(M, — zpalsiiGiEin] — 0 .

5) Montrer que les valeurs propres de M, sont les n racines de T}, .
Quels sont les vecteurs propres associés ?
6) Montrer que la matrice M, est diagonalisable.

Partie 3
On désigne par E 'éspace vectoriel des applications continues sur [-1,
On munit F du produit scalaire <, >, défini par :

<,>:ExF—DR

_2 [ f=
(fg)'_)<fg>__/ md‘r

1) V_érivﬁer que pour tout f, g € F,

<Tas =2 [ leosiOglenso)de.

2) Prouw’r que les T, sont orthogonaux deux a deu)\ S
\lontrer que '

vn>1, <T,,T> >=1let <Tp,Tp >=2 .

3) En déduire que (Tg, T4, ..., T,,) forme une base orthogonale de IR, [X] .

Soit f € E. pour tout entier N > 1, on note :

S}\(f\ =

6%l

A
-

=
\/

i_

AN

~
33
V
'~
- |

1] & valeurs dans RR.



et soit g I'application paire définie sur /R par g(6) = f(cos(8)).
4) Montrer que pour tout entier n,

an(9) =< f,T, >, ou a,(g) = /g ) cos(n8)do

5) Montrer que pour tout § € Ret N > 1, 0n a:

v

%ao (9) + Z an(g) cos(nf) = Sn(f)(cos(d)) -

n=1

6) Montrer que si f est continue et de classe C! par morceaux sur [—1,1], alors la série

2 < f,Ty >+ ¥ < f,Ta > T, converge normalement sur [—1,1] et que :
n>1

fT0>+Z<fT >T.=f.

n=1

(\DI »-—Al

7) Réciproquement, on suppose que 3. a, est absolument convergente,
n>0
7-a) Montrer que la série de fonctions % + ; a,T, converge normalement sur [—1,1].
n

7-b) Montrer que si f est sa somme , alors, Vo >0, a, =< 8%

Partie 4
Soit h Papplication définie par :
h:IR— IR
8 — |sin(6)]

1) Vérifier que h est paire et 2m- périodique et tracer son graphe.
2) Déterminer la série de Fourier de 4 .

3) Etudier la convergence de la série de Fourier de h sur IR .
4) En déduire que pour tout § € R,

400
k(6 ;Z

7T

5 cos(2nf) .

5) Montrer que pour tout z € {—1, 1],

5 g oa® 1 s
: Vl'—IZ ; ;Z Tgn ) -

. Dl el P - - o
- 6) Trouver la valeur de {a somme. Z 4n2 % 1 s PR ; _' » o )
~7) Montrer que : PO SR , -
i e I 7
. - < V12T, >= {7r1—4p2 o 2p - T

0 51n—-2p+1



