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Exercice

1)

2)

3)

a) comme |u,(x) sin(nz) | ! t puisque ! L donc la
T e is —— o~ —
" n(n?—-1)" = n(n2-1) buisqu n(n? — 1) n3
» io sin(nzx) | . R e flz) = Zoo sin(nz)
série 2.2~ 1) converge normalement sur R on note f(x) = 2 Y — sa
limite simple sur R, les suites des fonctions u, sont C! sur R pour tout n € N,
, _ cos(nz) cos(nzx) 1 1 |
up(z) = m et comme |u,(z) = Z = )I S o 1) — donc la

série Zu converge normalement et par suite umformement sur R donc f est une

08

fonction C! sur R et on a pour tout z € R f'(z) = Z (cn2(m;)
d’aprés la question précédedente on a f Z ! 3

] ré —

n . .
on pose ap = AT elle est décroissante et tend vers zéro. de plus si on pose
I = [a,a2m — a] et pp(x) = —sin(nz) on a pour tout N € N et pour tout
N

z € I la majoration suivante z) £ =

J lkzﬂwk( )‘ = Slﬂ(%)

—nsin{nz
Z —~—2—(—-—) sur [a, 27w — a] pour tout a €]0, x|,
(n? - 1)
n>2
on vient de verifier que f est C2 sur 0, 2x[.
on a bp(g) =
comme g est continue en ~ on a (W) = 3> (DF
g 3 M T gk
+00 2
d’aprésle théoréme de Parseval on =5
k= 1
our tout z €]0,27[ on a f (z) + f(z) = Z nsm(nm) f sin(nz) sin(x)
n ————— e —

’ , n>2 n=2 n(n? —1)

g(z) = 2(z)

la solution de 'équation différentiel du second ordre a pour solution y(z) = —gcos(m) +

3
- sin(z) — -z z cos(z)

4 2 2

.. = sin(nz) ™ 3 T—x
vue 'unicité de solution on a f(x) = ; m =3 cos(z) + Zsin(z) ——
z cos(z)

2
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Probléme

Pour tout entier naturel n € N et z € R, on pose Fy(z) = (2% — 1) et on définit la suite de
polyndmes (Pp)nen & coeflicients réels par :

Py(z) =1
1
P(x) = g fn (&), pour n > 1

o F,(lk) désigne la dérivé k-iéme de la fonction Fy, k étant un entier positif.

Partie I
1) Pi(z) =z, Pax) = ('hc - 1) Ps(z) = %(5:1:3 — 3x)

n

k o~k 2n-—-2k ') e
2) comme (xQ -t = Z(—l) Cruz™ 7, alors Fu( an! nd n e ). Or
k=0 ke 0
Ym,p e Nona:
dm(mp): plp—1)...(p—m+1) sim<p
dx™ 0 sim>n
Il en résulte que pour 0 < k£ < n, on obtient

Tl
—C{'-;(mQ"'_Zk) = (2n — 2k){(2n — 2k — 1)...(n — 2k)z" % si n < 2n — 2k. Ce qui entraine

que 2k < n, par suite k < [Z].
(2n — 2k)!

dn
Ainsi E;—ﬁ(xzn”z’“) = mm”‘%, avec k < [2].
(31

: _ (D*@n—2k)!
Do Pn(l') " ;_02"1{}'(71— '('I’L Qk‘)' 2

[S]R]

2n)! Cy
3) a) P, ont pour degré n le coefficient dominant est 21(1 (n?)Q = -—2—27;"-

b) que pour tout n € N et pour tout z € R, on a:
(3]

B (-1)%(2n — 2k)! ek -
Fal=x) = go S ki(n = B — 2Ry %) * = ()" Pa)

c) Il est clair que Pym+1(0) = O d’aprés la question précedente, pour n = 2m d’aprés
(=Hm(@m)!

Pexpression de Pam on a Pom(0) = 22m(m!)2

Partie II

1) En remarquant que (2% ~ 1)® = (z — 1)"(z + 1)", on obtient par la formule de Leibniz :

dn—k
Po(z) = o 12 [ k(x"l Py i G
C A e (- 1) de monome S (z + 1) = = M1yt
Ommed A —-(n_k)*x e nomed e kl‘ ]\" I

Il en resulte

~~Z( (z—-1) (:n+1)""c
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n-1
Ck)? 1
2) D’aprés la question précedente, on peut écrire Pp(z) = Z (2+)(x— Dfz+1)"*+ 5;(1-{—
k=0
1)". En déduire que P,(1) = 1 et comme Pp(—1) = (—1)"P,(1) = (-1)".

2TL
k=0
et d’aprés Partie] —3 —-bona.

L (Ck)? k k ~ (G
3) Comme ona Pp(z) == Z "o (z-1)%(z+1)"7%, il résulte que P, (0) == Z —é?‘—(_l)
k=0

sin=2m-+41

n 0
S HCHA(=1)F = 2"Po(0) = {  (=1)™(2m)!
k=0

(ml)? sin=2m
(CR)? k k. ,
4) a) D’aprésexpression de Py(z) = Z o (z—1)"(z+1)""%, il est clair que le coefficient
k=0
n k)z
de de ™ est L d’une part d’autre part d'aprés la question Partiel — 3 — a le
k=0
n
W n _(«:2"2 kN2 __ m
coefficient de z" est on donc Z(Cn) = Cq .

k=0
b) Comme z € [-1,1],donc |z — 1| < 2 et lﬂ':+ 1| <2on a:

|Pa(z)] < f: (02:)2| —1flz + 1k < Z(Ck =C3.
k=0 k=0

_ Partie I11
1) a) F, est une fonction polynéme admettant 1 et —~1 comme racines d’ordre n alors pour
tout k£ un entier tel que 0 < k<n-1,o0na F,&k)(——l) = F,sk)(l) =0

b) pour tout n > 1, on a

1 1 1 1
= — (n) =-— | F™(1) - pM_1)| =
/_1 Pa(t)dt [.1 Z"n!F" (t)dt 2nn! [F” (1) = F2™( I)J 0

2) a) Soit k£ un entner tel que 0 € k£ < n—1, apres k intégrations par parties on a

1)*k! n— ( DFEL T (e
lltkP (t)dt = znn! /_ng eyt = o [F( k= 1>()]_ =0.

b) pour tout polyndome P de degré strictement inférieur 4 n , on a :
1

/ P(t)Pn(t)dt = 0, d’aprés la linéarité de l'intégrale et la question précedente.
3) a) pourtout n €N, ona:

Jo = 2 et pour n > 1, par intégration par partie deux fois,

2n

n ‘ 22n+1(n!)2
g = / (&%~ 1o = -3, en déduire que Jo = (~1)”

(2n+ 1)1

1 1
b) Pour tout n € N, / t"Pp(t)dt = o / t"F{™(t)dt, par intégration n fois, on
- L

trouve :
/_ L ()i = )n / Fo(t)dt = ( D g = %
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1
4) Si m # n, on peut supposer m < n. Dans ce cas / Pn(t)P,(1)dt = 0 d’aprés
-1
Partiel IT—2 b,

2n)!
Si m = n, dans ce cas on peut écrire Py(t) = (2n)

2n(n!)?
! on)l b L 2n)! b 5
[;%mmmm=2%$aLtB@m+/¥%4mmmm:2%%a[ﬁhﬁm:

t" + Qn-1 avec deg(Qn-1 < n.

2n+1°
1 0 sim#n
finalement on a : / P (t)Pp(t)dt = 2 _
- 2n+1 stm=n
Partie IV

On désigne par £ |, Pespace vectoriel des polynémes & coefficients réels de degré inférieur ou égal

1) {Py, Py, ..., P} est une base de £, car est une fammille de cardinal n+1 = dimg £ échelonné

en degré.
1 2
2) Puisque / P (t)Pr(t)dt = ———0m n, donc pour tout 0 < k < n,on a
-1 2n + 1 ’
2 ! 2k+1 !

= P{t)P(t i =— t)dt.

T /4 (t)Pi(t)dt, par suite a 2/, P(t)P(t)di

Partie IV

On désigne par £ , 'espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal
an. '

1) Montrer que {Fo, P, ..., Pn} est une base de €.

n
2) Soit P = Zaij un élément de £. Montrer que pour tout 0 < & < n, on a :
j=0
2k+1 !
a =2t /.moa@ma
-1

3) Décomposer sur la base {Fy, Pi, ..., P} le polyndéme Q défini par : Q(z) = zP,_1(z) pour
n>2.

4) En déduire que les polyndmes P, satisfont & la relation de récurrence :

Vn>2, nPy(z)—(2n—1)zPy1(z)+ (n—1)Pr_2(z) =0 (1)

Partie V

On considére la série entiére réelle z Pp(z)t™ de la variable ¢, z étant considéré comme un
n>0
parameétre réel vérifiant —1 <z < 1.
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b) ) comme 1 st développable en série entiére et sa série entiére est i (-1)*(28)! 2k
me ————=e Vi en série entiére e ri ier et
Vite > o 2RI
-1 (2n)!
d’autre part f(¢,0) = Z P (0)t" or Popt1(0) =0 et Pory(0) = %773—(“(‘)—2)— on tire que
n>0 ’
(=1)"(2n)! o e 1
,0) = ————t“" et par identification on a f(¢,0) = .
/(,0) ; 221 ()2 p f(¢,0) T

c¢) A lintérieur de son disque de convergence la fonction f(t, z)est indéfiniment dérivable
par rapport t et on a ft(t,z) = z:nPn(m)t"~1 en identifiant on obtient I’équation
n>0
desirée.
(£ — 2zt + 1) ft(t,z) + (t — z) f(t,z) = 0.

d) Par resolution de I’équation différentiel de premiere ordre en ¢ on obtient f(¢,z) =
1

V2 = 2rt+1






