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présentation. L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.
Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter Ja suite, méme
s'il n’a pu étre démontré.

Probléme

Notations
Dans ce probléme, on adopte les notations ci-dessous.
a est un réel positif.

CO([04<e]) = {7 : [0.40] >R ; f continue} .
E ={f eC([0.4%0]); £ 112 (t)t% ™ intégrable sur [0,+oo[}.

F est I'ensemble des fonctions polynomiales restreintes a [0, +co[

Pour tout entier naturel m, F, = {P eF ;deg(P)< m}.
Pour tout entier naturel k, v, est la fonction définie par v, :7 +>1*
Pour tout endomorphisme u de £, u° =id,. et u* =u*"'ou, k e N*,
(Lif ); " est la suite de fonctions polynomiales de F définies par
Ly u H-—?jl"”e‘—‘—{é—(t“”e"), >0,
J! dt

. . o —
Pour tout réel & et tout entier naturel m, les coefficients binomiaux ( sont définis par la
m

5]= S -1)..(6-m+1) . |

. ; o
relation de récurrence =] et
0 m m!



Préliminaire

. +ar _ PRV
I. Montrer que fa fonction x - I'(x )= .[o w* e ™du est définie sur J0. +oof .

2. Montrer que I'(x+1)=xT"(x) pour tout réel x>0.

Partie 1
Soit ¢ I’application qui & tout P e F associe la fonction polynomiale
d’pP dr
P):tt—(t)+{~H +a+1)—(t).
o(P) 11151 Z2 0+ (4 +as )5)

{. Montrer que la restriction de ¢ a F,, est un endomorphisme que I’on notera ¢, .
2. Déterminer la matrice de @,, dans la base canonique B = (v, vy, sV, )de F, .

3. En déduire les valeurs propres de ¢,, et montrer qu’il est diagonalisable.

G e

, . (j+a
4. Montrer que pour tout entier naturel j, L% ()= e
=0 J 1L .

5. Expliciter L pourj =0,1,2et3.
6. Soit m un entier naturel.
a. Montrer que pour tout entier 0< j <m , @, (Lj,’) =—fLf.

m
b. Montrer que F,, = @0 RLT, ot RLY est la droite vectorielle engendrée par LY.
j= :

Partie 2

{

1. Soit f, g € E . Montrer que fa fonction ¢ - f (1) g (1 )¢% ™ est intégrable sur [0,+o5] .

2. Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de € ° ([O, +ooD

Dans toute la suite du probléme, on pose =1 £()g(t)%'dt, pourtout /. gk .
4

3. Montrer que ( t ) est un produit scalaire sur E . On notera " " la norme qui lui est associée.
4, Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
5. Expliciter <v ; |v ‘ ) pour tout couple d’entiers (j, k ).

Partie 3
Soit G ={P e F'; P(0)=0} et u I'application linéaire qui 4 tout P €G associe la fonction
de F définie par u(P) : t 1 %' ;ld?(P (v )tae").
1. Soit un entier k >1. Montrer que pour tout entier 0< j<k -1, u’ (v, ) eG .

2. Montrer que pour tout entier naturel k , L§ = -}g—'u “e)-



3. Montrer que pourtous f e Fet g €G , (f'u (g)>=-<_-f_

d'>
g).

dt

4. Montrer que pour tout entier naturel & , (f ‘Lf) ( k? <d
!

)

6. Montrer que pour tout couple d’entiers naturels distincts(/, & ), <I? l[f) =0.

T(a+k +1)
TR

5. Déterminer <v ; 'Lf) , pour tout couple (; , k) d'entiers naturels.

) 2
7. Montrer que pour tout entier naturel & , nL‘,fﬂ =

Pour tout entier naturel k,on pose g, 17 +>1 L {r).

8. a. Montrer que tout couple (/, & ) d'entiers naturels, (qk o !L > (Lk

‘Ij+1>‘
b. Montrer que ¢, =-L{ +(a+1)L].
c. Montrer que g, =-2L5 +(3+a)LT ~(1+a)L§ .

9. Soit un entier k£ > 2.
a. Montrer(q,( "

L? > 0 pour tout couple (J, k) d'entiers naturels telsque j <k -2.
b. En déduire qu’il existe des réels 5, ,,, B, et B, _, tels que
Qo1 = BenLi + B LY + B Ly
Lf+t> et (‘Ik+| Lz—1>-
L7)=(2 +a+l)“L§f"2. |
e. En déduire larelation ¢ L (t)=~(k +1)L5,; (1)+(2k +a+ 1) LY (1)-(k +a)Li (1)

o
[0. Montrer que pour tout entier naturel non nul &, ¢ fg:———( Y=kLF (t)-(k +o:)L,( 1)

c. Calculer <‘1k +l

d. Montrer que (q o+l

1. Soit p un entier naturel.

a. Soit (a,),_, et (8,),,, deux suites de nombres réels.

. . | m+p k+m{ M+ P
Montrer ’implication a,, = b, = b, 1 .
« imptaion o, <5170 = 0= 500717

) " & P"+P ko p
b. Montrer que pour tout entier naturel m, —= %" ‘L (-0" L{ ().
p

Partie 4

Soit un entier m21 et g I’élément de F,, défini par
g(r)=1 si LY, ne posséde pas de zéro de multiplicité impaire
g(t)=(t—ag)...{t —a,.;) siay,..,a,_; sontleszérosde L} demultiplicité¢ impaire

I. a. Montrer que (L‘,’,’,

g>$0.
b. En déduire que LY posséde m zéros distincts dans ]0, +oof .



2. Soit dy, ...y Gy les zéros de Ly, . ,
a. Pour tout entier 0<k <m-1, on demgne par 5/: la forme linéaire sur F,, , définic pa
6, (R)=R(a,). |

o 4. * -y
Montrer que les formes linéaires (d; )M <, forment une base dudual F,,_ de F,,

b. En déduire qu’il existe un unique (4, ..., An)€R™ tel que pourtout g de £,y

+o0 _ -1
Io g(t)%edr = /(Zolk g(a)-
¢. Soit une fonction polynomiale P telle que deg(P)<2m-1. En considérant

1a division euclidienne de P par L, , montrer que

© m-1
J: P(t)t%dt = 4P (a).
k=0

Partie 5

1. Montrer que la série 3, L (t)x” est convergente pour tout couple de réels (t.x)
730

de 0, 1}x ]-% -12{

2. Pour tout couple de réels(z,x) de 0, l]x]—— —12-{ on pose f {{,x)= ZL (¢)x’ .

i=0
3. Déterminer f {¢, 0). '

4. 2. Montrer que {1, x ) f (¢, x ) admet des dérivées partielles sur lo. t] ]——‘7— %f .

_of o
b. Dét —({1, t ~-—{f,x}.
erminer — (tr,x)e = {t.x)
a’
5. a. Montrer que pour tout entier j, (j +1)L5,, (1) =(/ +1 t)Lﬂ (t)+t--- ).

b. Montrer que pour tout (! x) de ]0 ]] ]__.], l[,

2 2
,-@f—(z,x)-(n_x)?-i(t, )+ (1-0)7 (. x)=0,

6.Onpose f(t, x)=F ( )g(t) ol F etg sont deux fonctions dérivables sur R

a. Montrer que F(l )( g(t)+(l t)g(t))

23

f—x
b. Etablir la relation = Z L9 (t)x’ , pourtout (1, x) de Jo, I]y} 1! [
[-x j=0 2"L






