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Sujet de mathématiques

Exercice
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Donc la fonction ¢, : ¢t — % est prolongeable par continuité sur [0, +o00[.

De plus ¢ (t) = 0400(t™ %), pour z > 0, donc ¢, est intégrable sur [0, o0,
Ainsi F est définie sur R7.

2. On note
f: REOxXRY — R
—tx 1
(z,t) +— 6‘ ; ©

[ est C* sur RY x RY.

On montrera que I7 est C* sur |0, 1] et sur [1, +oo].

Soit [a, 1] un segment inclus dans ]0, 1] et z décrivant [a, 1],
—tz _ gt pta _ gt »

f(@,0)) = ——— < — 0, (1)

et

%(m,t)l =e e =1, (t)

ou @.et 1, sont continues positives et intégrables sur [0, +oo|.
Le théoréme de dérivation sous le signe | montre que F est C* sur ]0, 1] et que pour
tout z €]0, 1],

+o0 8f
F' = —(z,t)dt.
@=[ Hay
Soit [1,b] un segment inclus dans [1, +0o et = décrivant [1, 8],
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ou —,et ¥, sont continues positives et intégrables sur [0, +ool.
Le théoréme de dérivation sous le signe [ montre que F est C! sur [1,+oo] et que
pour tout z € [1, +oc],

. _ +o0 Bf
F'(z) = /0 6—/£(a:,t)dt.

En conclusion F est C! sur R.

+o0 1
3. Pourz >0, F'(z) = —/ e Fdt = ——.
0 ‘ z
D’ol pour x > 0, F(z) = —Logz + o, o € R.

Comme F(1) = 0 alors @ =0 et F(z) = —Logz, = > 0.

+o00 e-2t - e—-3t

4. Calcul de I = / —— .
J o ¢

Le changement de variables u = 3t donne

too pFu _ —u 2 3
I: —-———d = —_] == —].
/0 w F(3) Log(z)

Probléme
Partie I
1. Soit P € &,.
deg(GP) < max(deg(XP'),deg((1 — X2)P")
=deg P
<mn

Ainsi &, est stable par G.

2.a. Ga(1) = 0, Go(X) = —3X, Ga(X?) = —8X2 + 2.

Donc

0 0 2
A=10 -3 0
0 0 -8

b. Pour k = 3,...,n, Gn(X¥) = —k(k + 2)X* + k(k — 1)X*2.
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0 0 2 0 0
0 -3
.0 -8 . k(k—1) : -
A, =1 . . . . . 0
~k(k+2) 0 nn-—1)
0o o0 . . : 0 —n(n+2) )

c. Ap étant triangulaire supérieure, ses valeurs propores sont ses éléments
diagonaux.

D’ou Sp(A,) = {-k(k+2), k=0,...,n}.

De plus, si k(k + 2) = K'(k' + 2) alors k = k.

Donc A, admet n 4 1 valeurs propres simples, comme A,. € M,;;(R) alors A, est
diagonalisable.

3. Comme A, est diagonalisable, il existe une base de &, formée de vecteurs propres
de A,.

Soit (Fp, ..., P,) une telle base ou Py est un vecteur propre associé

A =—k(k+2),k=0,..,n

Mais alors (1 — X?)P/(X) — 3XPLU(X) + k(k + 2)Pe(X) =0 (x).

On note r = deg Py, et P, = a, X" + ... + ag, a, # 0.

Le coefficient de X" dans () est égal a

—r(r—1)=3r+k(k+2) =0,

dou k2 +2k—7r2-2r=0

cad. (k—r)k+r+2)=0

Doncr =k

Ainsi deg Py = k.

Quitte & multiplier Py par un réel non nul, on peut supposer que P est de coefficient
dominant 2*.

L’unicité d’une telle base provient du fait que les sous-espaces propres de A, sont
des droites vectorielles.

4.a. On a Ry(X) = P(—X), dott R(X) = ~P.(—X) et R.(X) = P, (- X).
Ainsi
GnRi(X) = —3XRL(X)+(1-X?)R,(X)
=3XP,(-X)+ (1—- X P (-X)
- GnPk(—X)
= M Pie(—X) e
= A Re(X)




b. D’apres a. ((—I)OHO,(—l)lRl,...,(—1)"Rn) est une base de &, formée de

vecteurs propres de G,,.
De plus, pour tout k£ =0, ...,n, deg((—1)*Ri) = deg(P;) = k

et
(coefficient dominant de (=1)*Ry )=((—1)*.(~1)* coefficient dominant de Py )= 2k

L'unicité d'une telle base, provenant de la question 3, prouve alors que pour tout
k=0,..,n P, = (—=1)*R,
ou encore P (—X) = (—1)*Pe(X).

On en déduit que B, est de méme parité que k.

Partie IT

1. L’équation différentielle (£n) est linéaire, du second ordre et homoggne, les
applications z — (1 — z?) et 2 — —3z étant continues sur | — 1,1] et Papplication
z - (1 —2?) ne s’annule pas sur ]—1,1{, donc P’ensembles des solutions de (Ey) sur
] = 1,1 est un espace vectoriel de dimension 2. :

2. 2(0) = sin 8 y(cosb).
Z(0) = —sin? 0 y/(cos 0) + cos 8 y(cos 9).
Z'(0) =sin® 0y"(cos #) — 3sin b cos 8y (cos 8) — sin Gy(cos )
= sin0[(1 — cos? 0) y"(cos #) — 3cos 8% (cos 8) — y(cos 6)]
=sin0[—n(n + 2) — 1] y(cos 6)
= —(n+1)%2(0)

Ainsi z est solution de (EL).

3. La solution générale de (E;) sur ]0, 7| est :
z2: 0 2(0) = acos|(n + 1)6] + Bsin((n + 1)), o, B € R.
La solution générale de (En) sur] —1,1] est :
cos[(n + 1) Arc cos z] sin[(n + 1) Arc cos z]

Yy ylz)=a Vv Jéi g ,ya,0 €R.




4.a. y étant polynémiale, limy(z) = y(1).
r— 1~

Comme lim /1 — 2 =0, alors lim (V1 — z2 y(z)) = 0.

r—1- z—1-
D’apres 3.,
lz"rln (V1 —122 y(z)) = lim (acos|(n + 1)Arccos z] + Bsin[(n + 1) Arccos z]) = o
r—1- r—1"

Le a. assure alors que cv = 0 et que par suite y est proportionnelle & la fonction :

. sin[(n + 1) Arccos a:}

Vv1-—2z2

b. Remarquons d’abord que ’ensemble des solutions polynémiales de (E,,) est le

sous espace propre de (G associé & la valeur propre A, = —n(n + 2), qui est une
droite vectorielle. Ce qui assure l'existence de solutions polynémiales non nulles de
(E,).

Les résultats précédents assurent alors qu’il existe un polynéme @,, de £ tel que
sin{(n + 1)Arccoszx
o(o) - Sl + DArecosal

— , €] —1,1].

sin[(n + 1)0].

Mais alors':\fé’ €l0, [, Qn(cosf) = 7
sin

c. V8 €]0,7[, Qo(cos0) =1 et Q1(cos ) = 2cosf
d’oi Vr €] — 1,1], Qo(z) =1 et Qy(z) = 2z.
Ainsi Qg =1 et Q, = 2X.
Montrons que @2 = 2XQpn 1 — Qn.
On a pour tout § €0, 7|,
_ 2cosOsin[(n + 2)6)

2cos0Qn+1(cos b)

sin @
sin[(n+3)0]  sin[(n + 1)0]
= - + -
sin sin @

= Qnt2(cosb) + Qn(cos §)
D’ot pour tout z €] — 1,1{, Qnya(z) = 22Qns1(x) — Qu(z).
AiIISi Qn+2 = QXQn_H - Qn~

d. On raisonne par récurrence sur n.
pourn=0etn =1 ona '
deg Qo =0, deg Q; =1 et le coefficient dominant de Qg est égal 4 1 = 20
On suppose que pour tout 0 < k < n+ 1,deg Qx = k et que le coefficient dominant
de Qy est égal a 2%,




comme Q0 = 2XQ,,; — @, alors

dean+2 = deg(XQn+l) =1+ deg Q'n.+1 =n+2et

(le coefficient dominant de @n+2 )= 2.(le coefficient dominant de Qpn41)

— 2.2n+1 — 2n+2_

En conclusion, deg ), = n et le coefficient dominant de @, vaut 2", pour tout n
entier naturel.

e. Qn étant solution de (E,), il est alors vecteur propre de G associé 4 la valeur
propre A, = —n(n + 2).
Comume de plus il est de degré n et de coefficient dominant 2", la question 1.3., assure
qu’il vaut P,.

5. a. P, étant un polyndme, il est continu en 1, d’ou,

Po(1) = lim P,(x) = lim P,(cos@) = lim»w =n+1
z—1- 90+ 90+ sin 8

D’aprés L4.b. B,(—X) = (—-1)"P,(X),

dott Py(~1) = (=1)*(n + 1).

b. Les solutions de sin[(n + 1)8] = 0, 8 €]0, 7| sont

k.
k= —] ouk=1,..n.
On note xx = cos( k7 ), k=1,..,n
n+1
sin[(n + 1)6]

Puisque P,(cosf) = ,V0 €]0, 7],

sin @
alors P,(zx) =0, k=1,...,n.

Par ailleurs, 'application z — cos z réalise une bijection de |0, 7| sur | —1, 1], ce qui
assure que Iy, T2, ..., T sont distincts deux & deux et sont racines de F,.

Ainsi B, qui est de degré n, admet n racines, zx, k = 1, ..., n, distinctes deux a deux.
Ce sont alors les seules racines de P, et elles sont simples et situées dans | — 1,1].

Poii(cosf) = _Si_n[_(S%Q)_ﬂ
— Sin[(n + 1)9] cosf + COS[('n, + 1)0] sin 0
- sinf
_sinfln+1)0

oo oS 8 + cos|(n + 1)6]

= P(cos ) cos§ + cos((n + 1)8)




d. Une récurrence sur n donne le résultat.

Partie III

1. Pour 6 € [0,7], A — 2\ cos§ + 1 = (A — cos 6)? + sin? 6.

Donc A? — 2Xcos@ + 1 = 0 si et seulement si A = cosd et sin2§ =0
si et seulement s1 A = £1.

Comme |A| < 1 alors V8 € [0,7], A2 — 2Acos@ + 1 # 0

Ainsi f est O™ sur R.

2.a. f est paire donc b, = 0.

2/" df
b. Qg = — 5"
TJ)ol—2Acosf + A

Pouru:tgidu: 1+U2d9 et cosf = 1_.u2.
2 14 u?
Ainsi
2 [t 2du
o :7—;/ 1—u?

0 2
(14 u?) (1 + A —2,\1+u2>

é / oo 2du
w)o TENRE+ (1R

1+ A
4 A+1 A+1 11+
=wu+»zL_Am“9htx]L
_ 4 T
_7r(1—/\2)§
2
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a :g/ cos § do
TS ol—2Xcos@ + A
2 /’f —2/\c059+(1+)\2)—(1+/\2)d9
T =22/, 1 —2Xcosf + \?
—1 ™
=— [ [1-({1+X)f(6)]d0
A /oo \
-1 (1+ X9
T T

d. Aanyz — (14 X)api1 + Aa,
_2 / " Acos{( + 2)6] + cosnf) — (1 + X cos{(n + 1)0]]/(6)d8

™

= % /:[2)\ cos[(n + 1)0] cos @ — (1 + A?) cos[(n + 1)8]] f(6)db

_Z -/” — cos[(n + 1)6]d0

TJo
= 0.
e. L’équation Az? — (1 + A*)z + A = 0 admet deux solutions réelles distinctes
1
Aet —.
=X

Donc il existe deux réels « et 8 tels que

1
VnEN,aﬂ:a/\”%—ﬂj\;.

Mais
2
[ 2 1— 22
) 2\
M=
\
d’on
( 2
a+p =
) p 1— )2
1 22
A e
a+ﬂ,\ 1-2)2
\
Doncazl_)\2etﬁ=0.
22"

Ainsi Vn € N, q, = .
ms1 Vn anp, T




3. a. f étant C™ sur R, alors sa série de Fourier converge normalement vers f

sur R.

b. La convergence normale de la série de Fourier de f assure la convergence absolue

des séries D a, et > by.

n>0 n>1
Comme |@n 1 sin(nf)| < |ani1] €t |an-15sin(nd)| < |an—1|, on en déduit que les séries
S any1sin(né) et > an_1sin(nf) converge normalement sur R.
n>1 n>1
c. D’apres 3. a. |

Vg € [0,7], f(8) = L + > ap cos(nd)

St
D’ou
: Adg .
Af(0)sinf = > sinf 4+ A a, sinf cos(nf)
n>1
Agg

=5 sinf + — Zan(sm(n +1)8) — sin((n — 1)8)
n>l

(*) )\ao .

=5 sinf + — Zan sin((n +1)8) — = Zaﬂsm((n —1)8)
n>1 n>1

A
220 Gng+ 2 Zan 1 sin(nf) — = Zanﬂ sin(né)

2 n>2
A . .
= - [Zan_l sin(nf) — 3 any1 sin(nf)
2 a1 n>0
*k A
() 2 (@n-1 = @nya)sin(nd)
n>1
2An—1___2An+l e
Or Apn—1 — Qpy1 = 1_ /\2 =2\ 1.
Dot Af(8)sin@ = > A" sin(nf).
n>1

(x) et (*x) sont justifiées par la convergence de toutes les séries qui interviennent
dans ces égalités.

Ainsi V0 € [0, 7], g(8) = > A" sin(nf).
n>1




d. V8 € R\7Z, sinf # 0
D’ou in(nf)
0 — 5 yn-15in(n
f( ) n§1 Sing
_ osin((n+ 1)9)
B nz;o/\ sin &

= Y A"P,(cosf)

n>0

e. Les séries Y (n+1)A" et ) (n+ 1)(—A)" sont des séries entiéres de rayon de
n>0 n>1

convergence 1, comme |A| < 1, ces deux séries convergent.’

De plus,
Y(n+ 1) =3 (A @ (E,\“H)
n>0 n>0 n>0

B (13A)I:<1—1/\>2

ot T A == () 2 (D)

n>0 n>0 n>0

- (1iA),:(14—1A)2

Les égalités (1) et (2) sont justifiées par la convergence normale des séries Y A" et
n>0

2_(=A)" sur tout segment inclus dans | — 1,1[.
n>1

Pour 0 = 2km, P,(cosf) =1+n et
1
DA\ = — =
nzz:()(n +1) e f(2km)
Pour 6 = (2k + 1)7, Py(cosf) = (—=1)*(1 +n) et

> (n+ (A" = L F((2k + 1)),

(1+A)2
Ce qui prouve que

VO e R, f(0) = Y \"P.(cos9).

n2>0

10




f. On a pout tout n € N, |A"P,(cos8)| < |A|" (n + 1).

Comme les séries > (n+ 1)A" et Y (n + 1)(—A)" sont convergentes alors la série
n>0 n>1

> A"P,(cos ) converge normalement sur R.
n>0

W—+1)8) -+ 0 donc la série ) P,(cos#) est divergente.
sin n— 400 n>0

4.a. P,(cosf) =
b. La question précédente montre que le rayon de convergence R de la série entiére
Y Py(cosf)z" est inférieur ou égal & 1.
n>0
Par ailleurs, pour n € N, |P,(cos8)| < (n + 1).
Comme la série entiére Y (n+1)2™ est de rayon de convergence 1, on en déduit que
n>0

R>1.
Finalement B = 1.

c. Siz=0alors Y P,(cosf)z" =1
n>0

Sio< |zl <1

alors ) P,(cos@)z" = 1

n>0 _1—2.'EC059+$2

et cecl d’aprés les résultats de la question précédente.

Partie IV

= —3z(1 — 22)1P'(z) + (1 — 22)3 P"(z)
=(1- x2)% [-—31;]3’(:1:) +(1- :I:Z)P"(.’B)]
= (1 — 22)2(GP)(x).

b. (GP/Q) = / VIS 72(GP)(x)Q(z)dz

= / il Q(:z:)d—i- [(1 - xz)%P'(x)] da

11




Par intégration parties on obtient

©P/Q) = [ - #P @] - [ @@ - P

1
= -/ Q'(z)(1 — z2)2 P'(z)dz.

-1
Cette derniére expression présente une symétrie par rapport & P et @

dou (GP/Q) = (P/GQ).

c. Soit n,m € N, tels que m # n
(GP./FPn) = (P./GPyn)
d’00 An(Pr/Pm) = An(Pn/Pn) ol Ay = —n(n +2)
Comme A, # A\, alors (Pn/Py) = 0.

Ainsi (FPn)nen est orthogonale dans £.

d || = / | VITE (R )ds

Pour z = cos @, dz = —sin0df et on a

sin® 0( P, (cos §))%d6
0

sin’((n + 1)0)d#
0
1~ cos(22(n + 1)9)d0
0

[1Pall?

I
—~— —

I

ml:}\

. T
D’ou ||Rl| = 5

2 o (o) =200 = |2 | | VISFE @g(eis

Pour £ = cos @, dx = —sin0df et on a

12




d.(9) = \/g/: sin® §( 1%, (cos ) )g(cos §)d8

= %/ sin @ sin((n + 1)8)g(cos 0)d6
0

2

-2 / h(0) sin((n + 1)8)d6

= bn+1 (h’)

b. h est 27- périodique, impaire alors
2 ks
an(h) = 2 / h(0) cos(nf)dd = 0.
TJo
Comme elle est continue et C' par morceaux sur R, le théoréme de Dirichlet assure
la convergence sur R, de sa série de Fourier vers h.

“Ainsi V8 € R,
h(8) = > by(h)sin(nd)

n>1

= Y byy1(R)sin((n + 1)6)

n>0

D’ou VO €]0, 7|, g(cos8) = \/gZdn(g)Pn(cos 6)

n>0

ou encore Vz €] — 1,1], g(z) = %Edn(g)Pn(:L‘).

n>0

c. D’aprés 'égalité de Parseval, 3 (b,(h))* converge et 3 (ba(h)) = 2||A|[3.
n>1 n>1
D’ou
Y (bna(h)* = ¥ (da(9))?

n>0 n>0

_ % / " (1(6))d0

_ / : sin? 0(g(cos 0))2d0
-/ ilm(g(z»?qz

= |lglf*

13




3. a. Vo €N, |an ] < |an| (n+ 1) sur [-1,1].

Comme la série Y a,(n + 1) est absolument convergente alors la série
n>0

Y an P, converge normalement sur [—1,1].
n>0

b. g = > o, P, est continue sur [—1,1] et
n>0

o) = [ VI=2R,0) ( Sonbila) ) do
- Toan(n/P)

2
= aqHPqH

Do e, = 2(By/g) = @%(y).
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