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qu tend vers 0 lorsque p tend vers Iinfini. Soit £ >0, 3pg tq Vp > py on a —L.,l <
sins
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doncfl Z by sin(nz)| <

!n=p+1 !
(b) Vne N, z— b nSin(nz) est une fonction impaire 2 — périodique donc il sufit d’étudier
la convergence simple sur [0, us
en O et , la série est nulle donc converge. Soit [a,b] CJ0, 7], on choisie o €l0. 7l tg
@< a<b< 27— o il suffic de prendre a = §znf(a. 2w —b) donc [a,] C [a, 27 — ol la

érie déja converge uniformément sur [, 27 — @] donc sur [a, b}, donc la série converge
umformernent sur tout compact de ]0, 7| donc converge simplement sur ]0, 7] et par
suite sur R.
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3. (a, La séric de fonctions
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nx) 4+ by siu Ty

N (@, cos (nz) + by sin (nz)) converge simplement sur R done la suite (o, cos {ng

converge simplement vers la fonction nulle sur B, en partculier pour x = {i on obtici

islrm)) wend

)U"‘” Ce iII._.'J:I-i]!lf -u.,,r.'.‘. Ff oM

, tend vers 0 et comme

0 ot donc by sin (nx))._ ., converge simplement vers
b}
R s 2, e o 9, [7 .1 —cos{2x
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si la suite (bn) est bornée alors la suite : ... est born¢, contin
et iru'-;.mm sur (0.7} et qui converge :‘.i'n.'w]r"nc-:,' vers (0 sur {0.7) et comny
appiicaiion constante est intégrable sur [0, 7
D'apré théeoréme de la convergence dominée
7 n
lim (bn sin nz) 2dr = lim (i.sinnz)*dz =70
n-—.-:—:x‘ 0 I
donc —3— tend vers 0 et donc la suite b, tend vers C
Dan général, on pose b, = inf(1, [bs|ir o = b, < 1 {donc bornée
B e 1 s (h einfmrl\2 < (hosinfn=112 ce ol imolicue que Goin . s
b | < |bn| donc (b sin(nz))® < (bnsin(nz);” ce qui impligue gue pour tout =
de R, b, sin(nz) tend vers 0. et si on applique ce qu: précéde a by, au lieu de oy
on trouve que (b, )nen converge vers 0. Donc il exisie un nombre finie d'entiers P
al

tq b, = 1 (car si non, on peut extraire une sous suite de by, qui converge vers 1
tend vers 0.
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(ahsurde) donc il existe no tq ¥r = ng b = |bal ce qui donne que (br)

Partie -II-|
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Partie A.

—

(a) si f est deux fois dérivables sur R, alors d’aprés Tavlor voung, S
n n
;2

vz €R, f(z +h) = f(z) + hf () + =7 {z) + o(h?) 5

et
y ‘ h% . .
flz—h) = f(z) = hf (@) + =1 (=) + o(h?)

H

ce qui donne
flx+h)+ f(z—h)—2f(x) _ et 1)
h2 JolZia ol
qui tend vers f (z) lorsque A tend vers 0. alors D? f(z) existe et Df(z) = [ (z).
(b) i. v est la somme d'une application continue f et d'un polynéme donc continue. @
c’est claire que p(a) = v(b) = 0.
On vérfie que : Vz € R on a:
w(z + h) + oz — h) = 2p(z )h_f(x+h]+_’"’_:c—h)—-2f(z};_?J_
h2 h? ) b
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donc lorsque h tend vers O on trouve D?p(z) = 2¢,'
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Donc [ est affine.

T C , ancos(nz: < bpsin{nz ) .
) ~5 converge == ) — ~ converge normalement donc uniformé-
7 —rt e

n2i n>1

i » ancos{nT) + bpsining) .
ment et simplement sur R. et vn > 1, z — — S ™Y sont continus

. - N - .n- 3 - .
sur R et 27 périodique, D'ou F est continue sur R et 27 périodigue . les applications
{oq Y oy [ oy
. ) . . . ancosine) + by sininz)
z — cos(pz) et z — sin(pz) sont bornées donc ;: - ! vt
n>1

cosipz) et
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-sin{pz) convergeani uniformément sur B en particulier sur

N 9. N . ;
10, 27] et les termes géneraux sont continus.
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iii.
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vue que Np ne dépend pas de A, (Rn, (=, h))npen converge urniformémens Dar ran-
port a h vers 'applicatior nulle sur R et donc Y >0 9n COnVErge uniformémmens

sur R+.

Cna: YneN }llinégn(h}

n>0
VT e€R
X
i (D(z, h)=f(z)) = lim 3 (Sa(z)~7(2))

= (0 et E gn converge uniformément sur R.. Donc

+
/ AY Y 1 .
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n=0 —
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) LR Pl —f =28z N .

== iy Dzl = hm = ;o one v £ R,
k0 s 0 =

D=Pigvasisun oy S Fisl= 7 o

T 280 = | 2~ fGdt = & [ fAbdt = / Rl nr b e f
Ju Je Jo '

m

- 1 b

t o= 1201 sonn catimies, Doaz ¢ oest de classe O sur K ot v 2 B % o =
gileys F [igd = sl = j fiudt, ot par lu suite @ s ce shasse O s B

. ‘I" L -~ H.’ £
done @ o8t de elassr T er Ren sz 2R {xi = fiz)

. » r - t - .
On posz ¢ = 7 =% g exd est de classe C° sur Ret @ = 7 dune 4ot ane
. v 5 7Y - - - - z .
aseudc-dorivae oy tout neint de B et DO = foot D°F = [ = L= ¢ = D cdlapris
e gui préoede ¢ oest wlffine deone il existe @, 5 el que vz € R, Fiz = d—th
onal F a5t 27 pevodizie, = @2+ 2ri =9{z) - 2ar povr 2 = -7 e
Qi—-r, =Gir
:A - &
, i 5 = = )
m sais zue @ ast e slasse C*sur B donc Festdeclasse Cosur Zet o F =2 -

) 4 * ! . . .
comme = est 27 paricdique done & est 27 périodique.

Par doutie intégration par partie en dérivant & chaque fois @ or irouve lo resulset.

On sait que f continue 27 périodique, désignons par Gq(f) et 5417 les coelcicnis
3 T = f\Q G/ =\ == l jﬂr ‘F'f-‘.-uc o R L 3 —
(= B 7 Je=gp 4\l i v
" : i owy ; . - = Gn .
On sait gue ¥z € X, Flz) = az + Bz + ®(z) ot d'une part & F; = ——5 c'auire
| =
S L - R T
part Gn F) = — ‘az + fz -+ &[z))cos(nz)dz, cormme l'application £ — zcosing)
o

" 1
ess impaire =» [ zcos(nz)de =0et / cos(nz)dz = [=sin{nzi]l =0
n

- . rq f* . . !
dont @, / &iz)cos(nzide = ——— Fflzicos{nz)dz, d'ou cy{f) = &n

n-w
De méme on monire que dn(f) = bn
[Partie -III- |
la série de fonctions X, .., bn sin(nz) converge simplement sur [0, 7 vers une fonciion f

continue et comme *n > 1, T — bpsin(nz) impaire 2?:-pénod1que donc Z b. sininz)
n>1

converg_a simplement vers une fonction f sur R, impaire, 27-périocique et prolongeant
f, car f = f sur [0, 7]
Il suffit ¢'appliquer ce qui précéde 2 f au lieu de f

.

1 [~ 2 [F= 2 .
bp == f(z)sin(nz)dz = ;[ flz)sin(nz)dz = — / flz) sin(nx)dz.
" Jo 0

2 = e

car ¢ — ,;"(:c} sin(nz) est paire.
Il suffit de développer les deux expressions proposées pour obtenir le résultat demandé.
Si uy e: us sont solutions de (P) = J{ui1) < J(uz) et J{ua) < J(u;) donc
J(w) = J{us). Utilisons l'identité précédente on aura:

3 % s :(1 -t) Ffz / ! 2 ¢
J((1 =ty + tus) + ~— | e (z) = va(z))” + (wa(z) = us(z))?
0
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(P) Trouverw € E tel guepourvowmt v € B, J'uw, < J vy

{a; Il suTit ae dévelepper J w — i1

(b, u solutior: de (P ssi vw £ E Ju)
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r=u—tre Ju < Jwi=Ju—1iv; e doncsit>0 ‘ > (e
e Ju+w, —Ju) . T u=—te = Jlu h‘ e
1 <0 - < 0 ce qul conne iz - = ( car 'applicaticn
t— Jiu+tv est dérivabie sur K et par la sz.it.e on aura (P*)

Ting me Tia
Réciproguement si blor - \d—'-“:"‘— AL NP vérifie (P') = Yu £ E,
Jiu, < Ju) = J(u: tvyor Yw £ Eelvt £ X, 3v £ E, sqgw = u+tv Dons v

solution de (P).

¢ Siusolution {P) = u sclution de [P’} or z — sin{nz! € £ = / v zincosing ~

rT —_ rw
~ N /o o o { r ! ’ . ¢ T
wzjsin(ne)ds = /’ Flzpsin(nzidz = —inor | (W(zicos{nz)de = uiz)cosinz T — ;
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ty ’ -, / . .
n | {Wizisiminz)de =n [ (ulz;sin/nzidz Diou le résulas
x / ’
VD v Q i

8 e . . = bn . N
(a; En utilisant la partie II pour a, = 0 er en ecrivant Flz) = — (: —ssin{nz: et
“ T

-0
flz) = Zbﬂsin(n:): on sait que Fi{z} = az — Jz + ®(z) et donc de classe C7 et
n=1
1 ’

br, _ !

I w . . N \ 2) LIV i
Diavire parvn > 1, fn, 1 & — —msm(nz) est de classe C~ et om a: f,(z) = ;
bﬂ' l‘”/ N bﬂ . R . N - . :
o s cos(nz) et f,, (z) = ——=sin(nz), vue que b, tend vers 0, M, Ma, M3 1o
n® -+ 1) ne—1
M.
[ . ! M- v, Moy ) s . o
zER, 1fz) £ — fizit < et |fplz) < . done > i
AN TL(TL'?—‘;-l)‘ Jnl A= R Jny )J_TL?‘(ﬂz-*—ll' -J,,
\ ‘ n>o
ﬂli ” -
Z]ﬂ et T Jn convergeant normalement donc uniformement sur E.
n>1 n>1
=
N T . 5 . . ~ N
=T~ — E msm(n.’:‘; est de classe C? sur R par la suite 7 est de classe
1 T ("1" T 1/

Il est clair que @ 27-périodique.

-0
- . . by . ..
()1 est cleir que (0) = &(2r) = 0. Si om pose Gla) = ) gt sin(ng) conc ‘
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