Correction Mathll

Juin 2008 e PRy
Partie I (Etude d’un exemple)

-3 1 1 -3 1
1. a) f(ey) = 2 |, fAe) = 0 |. Comme [0 2 0 |=—-4+#0,donc B =
2 -2 0o 2 =2

(e1, f(e1), f*(e1)) est une base de E.

1 0 0 -1
b) f3(e) = (mZ) . La matrice de f relativement & la base B’ est (1 0 -1) :
0 0 1 -1

c) fi(er) = e, fA(f(er)) = f(f*(er)) = f(er) et f4(f*(er)) = f*(f*(ex)) = f*(e1)- Donc

f* =idg car B’ est une base.

d) Comme f%(e;) = ey, (e1, fe1), f2(e1), f2(e1)) est un systeme générateur de K3, donc
[ est cyclique d’ordre 4 et (ey, f(e1), f2(e1), f3(e1)) est un cycle de f.

2. a) Le polynoéme caractéristique de f est Pp(X) = —(X +1)(X2 +1).

-1 -1
b) Un vecteur propre w pour la valeur propre i est donné par: w = ( 1 ) +1 ( 1 ) ;
0

-1 = =
wy=| 1 |etwy=| 1 |. "-'1“ R
o)\ &,
ﬁ
-1
c¢) Comme f est a coefficients réels, f(w,) = —w; et f(wy) = w;. On pose v; = | 0
1
un vecteur propre de f pour la valeur propre —1, v, = w; et v3 = wy. Alors B; =
(v1,v2,v3) de R3. Comme f(v;) = —vy, f(va) = —v3 et f(v3) = v, la matrice de f
-1 0 0
relativement & cette base est la matrice B=| 0 0 1 | dans M3(R).
0 -1 0




3. a) Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R® qui vérifie: o(f(z), f(v)) = ¢(z,y),
pour tous x,y € R3, alors (vy,v2) = @(f(v1), f(v2)) = @(v1,v3) = o(f(v1), f(v3)) =
—(vy,v2) = 0. De méme @(vq,v3) = @(f(va), f(vs)) = —(va,v3) = 0. Donc la base B;
est orthogonale par rapport a .

b) (v, va) = ¢(vs,vs), donc la matrice de ¢ dans cette base est de la forme A =
0 0
b 0
0 b

SO

¢) La condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit définie positive est que a > 0 et

b>0.
B - ai b]_ C1
d) Si on note M* lamatricede ¢g*, alorsona: ‘MA = AM*. DoncsiM = | a2z b ¢
as b3 C3
a3 gaz %as
alors la matrice M* = - %-bl by b3
i)
561 C Cs
Partie 11

1. Comme (a, f(a), ..., fP*(a)) est un systéme générateur de E, donc p > n.

2. a) Pour k € N, f7(f*(a)) = f*(f7(a)) = f*(a).

b) Comme (a, f(a), - .., fF"'(a)) est un systéme générateur de E et f? laisse fixe chaque
vecteur de ce systéme, alors fP = idz; ce qui-donne encore que f est bijective et f7~*
est Pendomorphisme inverse de f.

c) Si A est une valeur propre et f(z) = Az, avec z # 0, alors fP(z) = = = Az, donc
AP =1.

3. a) Comme le systéme (a, f(a), ... , f™(a)) est lié, il existe ay, ... , oy, non tous nuls tels -
que » 7, a;fi(a) = 0. S8i oy, = 0, alors le systéme (a, f(a), ..., f'(a)) sera lié, ce
qui est contraire & 'hypothése. Donc «,, # 0 et f™(a) € Ep,.

m-—1

b) On suppose que f*(a) = Yo @;f/(a) pour un k > m. On applique f a cette



inégalité, on aura: f**!(a) = 357 a;_1fi(a). Comme f™(a) est dans Ey, alors f*+(a)
est dans E,,.

c) Comme (a, f(a), ..., fP"'(a)) est un systéme générateur de E et que ce systéme
de vecteurs est dans E,, on aura: E C E,, donc E = E,, et donc le systéme
(a, f(a),..., f™(a)) est une base de E, donc m = n.

k
d)Si P(X) = z a;X? est un polyndme non nul qui annule f, alors le systéme (a, f (@), ..., f*a)

Jj=0
est un systéme lié, donc k£ > n. Donc P est de degré au moins 7.

n-—1

. a) On considére 'endomorphisme g de E défini par: g = Zak ¥ = agidg +ar f +
k=0

aaf?+ -+ ana fPN

i) L’endomorphisme g commute avec f, donc fog = go f et comme g(a) = f*(a), donc
pour k € N, g(f*(a)) = f*(g(a)) = f***(a).

ii) On déduit de ce qui précéde que g = f™ sur les éléments de la base (a, f(a), ... , f* a)),

n—1

donc g = f" sur E. Ce qui donne que f® = Z apf* = agidg +ai f+asf2+ - +an_1 f7

k=0
0 0 0 a
1 0 0 ay
b) La matrice de f relativement alabase (a, f(a), ..., /" (a)) est | 0 :
' Do s 0 apes
o ... 0 1 Ap—-1

¢) i) Pour A € C, la matrice de f — Aidg dans la base (a, f(a), ..., " Y(a)) est
-A 0 ... 0

o
1 e 0 aj
0 1 : :
L= [4 ) ]
0 - 0 1 Ap-1 — A



—=A 0 PN 0 ag

1 =X ... 0 a et

o 1 . : = Pr()) = (1" = D adF).
o= (1 =0

0 ... 0 1 ap;—2A

(On rappelle que le polyndme caractéristique de f annule f (théoreme de Cayley Ha-
milton et tout polynéme qui annule f non nul est degré au moins n.)

-2 0 ... 0 ap
1 =X ... 0 ay
Comme la matrice 0 1 . : admet une sous matrice de rang
: T o= Apn -2
0 ‘e 0 1 Ap—1 — A
n — 1 inversible, donc rang(f — Aidg) > n — 1. (I suffit de prendre la matrice formée des
lignes 2, ... ,n et les colonnes 1, ... ,n—1).

ii) Si A est une valeur propre, rang(f — Aidg) < n— 1, donc le sous-espace propre de f
associé & la valeur propre A est de dimension 1 et donc f est digonalisable.

.Sin=2get K=R.

a) Le poyndme P; est & coefficients réels et de degré 2q. De plus les racines de Py sont
des racines p-itme de l'unité, donc si 1 est une valeur propre, alors -1 est une valeur
propre. :

b) La matrice de f est digonalisable dans C.

Si 1 et —1 sont des valeurs propres de f, alors les autres valeurs propres sont de la forme
%, avec §; = ﬂ;—)ﬂ, 7€{l,...,g—1}etk; €{1,...,p—1}. Pour A = % il existe
une base réelle du sous-espace propre E), telle que la matrice de la restriction de f sur
cosf; sinb;
—sinf; cosd;
de E telle que la matrice de f relativement & cette base est de la forme

E) est de la forme . (cf : Partie I-3-c)). Donc il existe une base réelle

{ 1 0 0 0 0 0 \
0 -1 0 0 0 0
0 0 cos# siné : :
0 0 —sinf#; cost
0 0
Do cosfy1 sinfly_;
\ ceeeee ... —sinfg cos«‘)q_lj

Si 1 et —1 ne sont pas des valeurs propres de f, alors les valeurs propres de f sont de la



forme %, avec 8; = ==, j € {1, ... ,q} et k; € {1, ... ,p—1}. Donc il existe une base

réelle de F telle que la matnce de f relativement a cette base est de la forme

cosf; sinf; 0 0 0 0 \
—sinf; cosf, 0 0 0
0 0 cosf, sinfs :
0 0 —sinfy cosfy
0 0
: : cosf, sind,
\ ceeeev ... —sinfy cosb’)

6. a) Sin=2¢+1et K=R, alors Py admet une racine réelle A car il est de degré impair.
Comme f? =idg, alors A € {—1,1}.

b) Comme dans la question précédente, les sous-espaces propres sont de dimension 1
complexe, donc il existe une base de F telle que la matrice de f relativement a cette
base est de la forme

//\ 0 0 0 ... ... 0 0 \
0 cosfy sinfy ... ... ... 0 0
0 —sinf; cosb, : :

0 0 0

cos 0 sin 6
—sin 9 cos B )

avec9j=%lff-,j€{1,...,q}et kie{l,...,p—1}

7. On considére 'espace R™ muni de sa base canonique et une matrice comme dans la
question précédente. L’endomorphisme de R™ associé a cette matrice est cyclique d’ordre

p-

p-1 p-1
8.a) foh=> bfoff=> bf* =hof.
k=0 k=0

h(f*(a)) = bef o f*a) = Zb F**(a) = g(f*(a)).

[$4




c¢) Comme g = h sur les éléments de la base on aura g = h sur E.

d) 1l en résulte que I'ensemble des endomrphismes qui commutent avec f est espace
vectoriel engendré par les f*, k € N.

9. a) On sait que f = idg, donc si un nombre complexe A est une valeur propre de f,
alors A" = 1.

b) La matrice associée & f relativement & la base (a, f(a), ... , f*"'(a)) est

[en}

¢} Comme toutes les valeurs propres de f sont différentes, alors f est diagonalisable.

1
/\n—l
Un vecteur propre associé & A est donné par: | A" 2 |. Donc si 0; = %;ﬂ, avec j €
A2
A
{0, ... ,n — 1}, une base de vecteur propre est donnée par: (vq, ... ,v,_1), avec v; =
1
ei(n—l)ﬂj
el(n—2)0;
24,
é%
Partie 111

1. a) Pour n = 2, P(X) = li i( = A; — X. On suppose que le résultat est vrai pour
1

n — 1 et montrons le pour n.

On développe P,(X) suivant la premiere ligne, on aura le coefficient de X™ ! est
(=1)"P.-1(M) qui est non nul car les \; sont différents deux a deux. (C’est un po-
lyndme de degré n — 2 en ).

b) 8i X = ), alors la premiére ligne et la (j+1)-eme ligne sont égales, donc Ay, ... , A1
sont des racines de P.

e}
[y



¢) Il résulte que W(Ay,..., ) =C H (Aj — i), avec C une constante. C = 1. (Il
1<i<j<n

suffit de prendre A\; = 0).

. ) Si g € C(f) et x € E,, alors f(g(z)) = g(f(z)) = Ag(z), donc g(z) € E,.

Si g laisse stable les sous espaces propres de f. Soit A une valeur propre de f et v € Ej,
alors f(g(v)) = Ag(v) et g(f(v)) = g(Av) = Ag(v). Comme il existe une base de vecteurs
propres de f, alors g € C(f). '

b) Si Ey, ..., E,, sont les différents sous-espaces propres de f, qui sont de dimension
respectivement ny, ... , 7y, alors la dimension de C(f) est égale d 3, n%. En particulier

les valeurs propres de f sont différentes deux & deux si et seulement si dimC(f) = n.

n—1 n-1
.a)=b): Si Zajfj =, alors Zajfj(x) =0, cequi donne que ag = ... = a,_; = 0.
=0 =0

b) = ¢): Si P est un polynéme non nul qui annule f, alors deg P > n, donc les racines
-de Py sont simples.
c) = d): Déja démontré dans la question précédente.

d) = a): Onnotez =v; + ...+ tp, avec {v1, ... ,v,) une base-de vecteurs propres de
f.

{z, f(z), --. , f*"}(z)} est un systéme libre si et seulement si le déterminant W (A, ..., An)
est non nul ; ce qui est démontré dans la premidre question. Donc {z, f(z), ... , /" }(z)}

est une base de F.

0 0 0 2
1 0 0 0
. Il suffit de prendre la matrice dans M,(K) définie par: M = {0 1 Do
2. . 000
0 0 1 0

Le polyndme caractéristique de M est (—1)™(X™ — 2). Donc f n’est pas cyclique.





