Concours Nationaux d’Entrée aux Cycle de

Formations d’Ingénieurs

Session Juin 2007

Concours en Mathématiques Physique

Correction de I’Epreuve de Mathématiques I .

b L ¥ 52
Exercice \\\%,

Soit (@n)nen- une suite a valeurs réelles telle que pour tout n € N, a, > 0 et la série Z a, est

n>1
convergente. On pose
n o0
S,..:Zak et S=Zak.
k=1 k=1
On désigne par C(R,R) I’espace vectoriel des fonctions continues sur R a valeurs dans R.
On considére f € C(R,R) et on définit, sur R, la suite de fonctions (fa).en par
fo(z) = flz)
i z+an
falz)y = - / Fn-1(t) dit pour n > 1.
1. (a) Déterminer la suite (fn)nen si f est une application constante.
Si fo(z) = ¢ Vz € R. Par récurrence, on montre que f,(z) =¢, VT €R
(b) Déterminer la suite (fo)nen lorsque f(t) =t.
------------------------------------------ ®
Si falz) =z Vz eR.
1 T+al 1
Alors fi(z) = —/ tdt =z + —
1Jz <
Par récurrence on montre que Vn € N*, fo{z) = v + —93
{c) Déterminer la suite (fn)nen lorsque f{¢) = et
Si folz) =e*Vz eR.
I 1 ,
Alors fi(z) = —/ etdt = —(e* — 1)e”.
ay Jz ay
n bl
A : - * [ " 1 QK i z
Par récurrence on montre que Vn € N, f{z) = H .-C—L—(e —1)j e~
jo L% .
2. (a) Montrer, par récurrence sur n, que pour tout n € N, f, est de classe C™ sur R.




On a fy est continue sur R.
Supposons que f, est de classe C™ sur R.
fn+1 est une primitive d’une fonction de classe C™ sur R. Donc c’est une fonction de

classe C™*! sur R.

(b) Montrer que pour tout n € N” et tout z € R, on a:
3

falz) = =

[fa-r(z +an) = famr(2)]
et que

3 1 THan4) &
fasr(®) = — / fa(t) dt.
n+l Jz

On écrit

T+Qan T+an T
fal2) =i / farr (8 d‘=i /0 Faa(®)dt = — /o fama(£) dt.

Donc 1
11(@) = o= [fama (& + @n) = faca(@)].
Ceci donne .
fras1(z) = an—H[fn(x + @nt1) _~fn(x)]'
Donc

1 Z+Cn4+1
fra@=—= [ no ae

n+1

3. Soit (a,b) € R? tel que a < b— S. On pose, pour n> 1,

I. = [a,b— Sn) et  Hn= sup |fn(z)|-
z€ln

(a) Justifier I'existence de H, pour tout n > 1 et montrer que la suite (Hn)nen+ est décrois-
sante.
Pour tout n > 1, f. est continue sur le segment I,,, donc sa borne supérieure existe
dans R. D’ou H, est bien définie.
On a
!
H‘n.+l = Ssup Ifn+1(x)l

rEfn+1

i T+an+1
[ he e
An+1 Jr

D’autre part Vz € In4; on a [Z,Z + @n41) C In.
(z + an+1 — 2)H, < H,.

et

f1,z+l (z) =

Ainsi, Vz € In4y on a | fh 1 (z)] <

D’ou

An+1

Hnppr = sup |fpy(z)] < Ha

T€In4+

(b) Soient z € [a,b— S] et n un entier non nul.
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1. Montrer qu'il existe ¢,  [2.2 + an+1] tel que fos1(z) = fnica).

Filz) = /~ Falt) dt
0

F, est une primitive de f, et on a fp-;{(z) = (Fo(z + ant1) — Fa(z))-

An—1
L’application du théoréme des accroissements finis a la fonction F}, sur le segment

[z, + ap+1), montre I'existence d'un point ¢, dans cet intervalle tel que

Fn(-r +8nt1) — Bz = an+lfn(cn)'

Donc,

frn+1(z) = fnlcn)

ii. En déduire que:
[ fa+1(z) — falz)l £ Higns:.

st (2) = Fal@)f = 1fnlen) — fu(2).

L’application du théoréme des accroissements finis a la fonction f, sur le segment
[x,cn], montre 'existence d’un point y, dans cet intervalle tel que

falen) = (@) = (en = 2) Fa(vn)-

D’autre part pour tout z € [a,b = 5], ona ¢, €[a,b— Sy,] et y, € [a,b — Sy}
Ainsi, A
;frzvl(x) = fn(z)i S ICn. _I'Hn S an+1Hn S Hlan+1-

Montrer que la série de fonctions Z(f""'" — fa) converge normalement sur tout compact
nz>0

de R.

Pour tout compact A de R, il existe a et b € R tels que K C [a,b—s]. Ainsi, ¥n > 1,

sup ifr:—L‘r-'C_) _ fn(x)' < sup fn—’.(-'r) A fr‘[\z)] < Hyap,:-

€K z€{a.b—s]

Puisque la série v 2, est convergente, on a alors la série g sup |fnsr1 — fni est

n>1 n>1:€f{
convergente.
Ceci montre la convergence normale de la série > (fas1 — fn) sur tout compact de
p——
n>1

Montrer que la suite de fonctions (f.).zn converge uniformément sur tout compact de

=. On note ¢ sa limite.

La série 5 (fne1 — fn) converge normalement et par suite uniformément sur tout
—
n>0

-ompact K C R.

(¥V)
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n
Dot la suite des sommes partielles Z[ffk-l — fx) = fne1 — fo converge uniformément
k=0
sur tout compact K C R.
Ceci montre alors que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur tout
compact K C R.

(c) Montrer que o est continue sur 2.

On a 7¥n € N, f, est continue sur R et la suite (f,) converge uniformément sur tout
compact K C R vers ¢. Donc la fonction o est continue sur R.

(d) Donner la fonction o lorsque f(t) = ¢.

\ S
Donc ¢(z) =z + 5
5. On considére
T: CRR) — . C(RR)
fo =0 T =,
(a) Verifier que T est un endomorphisme.

Soient f, g deux fonctions continues sur R et a € R.

T(af+9) = lim_(afn+n) = oT(f) +T(9).

D’ou l'application T" est un endomorphisme.

(b) T est-il subjectif? ; ;
------------------------------------------ ®

Pour tout n > 1, la fonction f, est de classe C* et la suite (f,) vérifie les mémes
propriétés vérifiées par la suite f,. Donc la suite (f;,) converge uniformément sur tout
compact inclus dans R. Ainsi la fonction ¢ est de classe C' ! sur R. Donc toute fonction
continue qui n'est pas de classe C* sur R n’admet pas d’antécédent. Par conséqent T’

n'est pas surjectif.

Partie @@

Soit V une application de classe C* de 0, + oo[ a valeurs dans C. Pour A > 0, on considére les
équations fonctionnelles suivantes:

Probléme

fx

flz)=z+ / (z—y) (V) — ) f(y)dy (EA)
JO &
glz)=1—+ / K(z,y,N)g(y)dy (Ey)
Jo

avec )
K(z.yA =yl - L) (V(y) - A).

On dira que / est une solution de (£, sur 0. —~c/ si et seulement si [ est continue sur [0, — >/ et

7z £ 0. +ocof, f vérifie (E)).
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On dira que g est une solution de (E}) sur 0. + ~[ si et seulement si g est continue sur [0, + o[ et
Yz €]0, + cof.g vérifie (E}).
1. Soit f une solution de (E) sur [0, + .
(a) Montrer que f est de classe C™ sur [0, + /.

Si f est une solution de (E£)) sur [0, + oo, alors f est continue sur [0, + o[ et on a:
f@ =z+z [ (V) =Wy [ vV - D@ )
0 0

Donc f est de classe C' sur [0, + 2o[.
Ainsi par récurrence on voit que f est de classe C™ sur [0, + oco[.

(b) Montrer que pour tout z >0,

fa) =1+ /0 (V) - A () dy.

En dérivant ’équation (1), on obtient
filz) =1 +/ (V(y) = M) f () dy +z(V(z) = X)) f(z) — z(V(z) — V) f(z).
0

D’ou la relation demandée.

2. Soit [ une solution de (E)) sur [0, + co[. On définit la fonction g sur [0, + oc| par
L(z’:_) siz>0
gz =3 *
1 siz=0.

Montrer que g est continue sur [0, + cof et que c’est une solution de (E}) sur [0, + ccl.

im g(z) = Iim — =
=0 )

. 1 [* z o
z) = i/ T ;/ —-y)(V(y) -\ f(y)dy = 1+/ K(z,y,\)g(y) dy
0 0

D’ou g est solution de (EY) sur [0, + >o].

3. Pour A >0 fixé, on définit la suite de fonctions (¥ )nen sur [0. + o[ par
vo(z) =1, ¥ z € [0, + cof

et pour tout n > 1

JQ

¥, (0) =0
rz

Un(Z) = / K(z,y,A)¥n-1(y)dy siz>0.
0

(a) Montrer que pour tout n < M. , est bien définie et est continue sur 0, + ool.

R B R

On a Wy est bien définie et continue sur [0, + oof.
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Supposons que pour n > 1, ¥, est bien définie et est continue sur 0, + oo[. Montrons
que ¥n. est bien définie et est continue sur [0, + ool

Pour z > 0, I'application y — K(z,y,A)¥.(y) est continue sur [0, + oo[. Donc Un+
est bien définie et est continue sur |0, + oc[. D’autre part 4
li il )= e
IE}O Un 1L )
z . 2 1 s 9 2 ;
lim [ y(V(y) — A )¥n(y)dy — lim —/ Yy (V(y) = A )nly) dy = 0 = va1 (0).
z—0 0 z—0T 0

Donc #,+) est continue sur [O, B :>o[

(b) Montrer que pour tout z >0 et tout y > 0 tels que 0 <y < z, on a:

Kyl < y([VE)l +2%).

K(@y.N)] =y = D)(V(y) - 2)

<vit -4 (vl +22) < vV +22).

(C) Montrer, par récurrence sur n, que pour tout n > 1 et tout z >0 on a: N
(P,\ I))"
(@) < (2T

ou

1 =5 o
Pi(z)= 5/\21:2 +/o y|V(y)|dy-

R.P.R.
Pourn=1etz>0,o0na

rT T
@) = [ K@y = [ KesNd.
0 0
D’aprés la question précédente, on obtient :

@l < [ u(Vei+ ) dy < ).

oy

La formule est alors vraie pour n = 1.

Supposons que
v (Pa(z))™

(@) < 5
[T T / " P/\’ \\n
:un+1(m§/ i[((r.y.,\)![wn(y')ldyg/ y V(y’l|+1\2>a—i’yldy
0 0 N 2
T ( P, ,\/ V\n ( Er‘t-’,n—.’-l
< / Py y,‘rR“y") dy < 5 .
i nl (n+—1)!

D’ou le résultat est vrai pour tout n € N™.
L’inégalité est aussi vraie pour r =

b
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{a) Montrer que la série de fonctions Z 1 converge simplement sur [0, + of.

= @

Pour z = 0, la série 5 ¥n(0) est convergente.
—
n>1
Pour £ > 0, on a
(Pa(z))"

[Un(z)| < Al
, (Pafz))? )
Comme la série Z —A’—) est convergente, alors pour tout z > 0, an'\O) est
=y I n>0
convergente. Ainsi, la série Z i, converge simplement sur [0, + ool.
n>0

On pose pour tout z >0

Y(z) =3 ¥n(@)-
n=0
(b) Montrer que la fonction ¥ est continue sur [0, + oof.
11 suffit de prouver que la série Z 1, converge uniformément sur tout compact inclus
n>0
dans [0, + oo[.
Soit a > 0,

(B _ (B(@)

z€(0,a] z€[0,a]
Donc, la série E 1, converge normalement et par suite uniformément sur tout com-

n>0
pact inclus dans [0, + co[. Comme %, est continue pour tout n > 0, alors la fonction

somme % est continue sur [0, + cof.

(c) Montrer que ¥ est une solution de (E}) sur [0, + cof.

La fonction ¢ est continue sur [0. + oo et pour tout z > 0, on a

/ K(zy\)b(y) dy = / S K(2.50)n(y) dy.
0 0 n=0

_ : L2 (Bt
Vye 0.x); [K(zyA\)ea@)l < y(lV(y)t + ’\“) ( \7(1'y I

By(z))™
< z( sup V(y)]+37) DO
y€0,z] n:

0
converge. alors on a la série Z K{z,y,\)Un(y)

n=0

Comme lasérie S s sup (VgL E]ED"
omme la série 2 ‘il:lp”.] [V (y)i+ my

-'7-20 ,”:[O._,:

converge normalement et par suite uniformément sur 0,z]. Donc on peut permuter

somme et intégrale et on obtient

T 0 z
/ K(z.y A\ W(y)dy = Z/ K(z,y,\)Un(y) dy.
0 il



D’ou
z > o0
/ K(z,y\u(y)dy = Z Uns1(z) = =1+ Z Un(Z).
0 n=0 =0

Donc -
Y1 +/ K(z,y,A\)u(y) dy.
0

5. Pour z £ [0, + o[, on pose
o(z) = zy(z).

(a) Montrer que ¢ est une solution de (E,) sur [0,+0oc[ et qu’elle est de classe C™ sur [0,~o0[.

On a ¢ est continue sur [0, + oo et
o@) =) =z +z [ Kea @ dy =2+ [ @-1)VE) - o) v

Donc ¢ est une solution de (E)) sur [0, + co[. D’aprés la Question 1. (a), ¢ est de
classe C* sur [0, + oof.

(b) Montrer que pour tout z >0, on a:

lo(z)] < ze .

le(z)l = r'i wn(a:)! < ”i (P"flﬂ < zePA@).
n=0 £

n=0

(C) En déduire, en utilisant la Question 1. (b), que pour tout z > 0,

¢ (@) < ™.

D’aprés la question 1. (b), on a:

W@l <1+ l/OI(V(y) +\)p(y)dy| < 1 +/OI y([V (@) + \2)eP® dy

z
< 1+/ Pl (y)ePW dy < ePalz)
0 %

(d) Montrer que v est une solution sur [0, + oo de I’équation différentielle

Y’ = V(z)y = -A’y.

J(z) =1+ / (V(y) = \)p(y) dy.
0

Donc,
o"(z) = (Viz) = ADe(z).

D’ou ¢ est une solution de I’équation différentielle

Y —V(zy = =\y.




o

(

(v

(S

4"

Partie @

Soit V' une application de 0. - o[ a valeurs dans C. On suppose que V est de classe C™ et
intégrable sur [0, + co[. Pour A\ > 0, on considére 1’équation fonctionnelle suivante :

fla)=eme = [T EOE =Wy ) ay (F)

On dira que f est une solution de (Fy) sur [0, + oo[ si et seulement si f est continue et bornée sur
0. + ocf et Yz € [0, + oo[, f vérifie (F\).

1. Soit f une solution de (Fy) sur [0, + col.

(a) Montrer que f est de classe C* sur [0, + .

La fonction f est de classe C° par hypothése.
Supposons que f est de classe C™. On a:

f(z) = e — /+°° sin(Az) cos(\y) ;cos(/\x) sin(Ay) V() f(v) dv.

Comme f est continue et bornée, alors les fonctions y — cos(A\y)V (y) f(y) et y —
sin(Ay)V(y) f(y) sont intégrables sur [0, + oo[; et on peut écrire alors,

f(l‘) = e-fAz_
sin(A

+oco A
=08 [ cospuvmr@dr+ =00 [T snGovsma. @)

Puisque f est de classe C™ et V est de classe C™, alors f est de classe C™! sur
[0, + oo

En conclusion f est de classe C™ pour tout n € N, donc f est de classe C° sur
B
[0, + ool.

(b)

Montrer que pour tout z > 0,

r+oo

fi(z) = —ide™= _ / cos(A(y = )V (y) f(y)dy.

En dérivant 1’équation (2), on trouve:

FE— —jpe0E —/ cos(A(y — z))V (y) f(y)dy.

Pour A > 0 fixé, on définit la suite de fonctions (¢n ).y sur [0, + 20| par

—3AE

do(z) =€ , 7z £ [0, + oof
et pour tout n > 1 et tout = > 0,
[F2 sinA (T —=4))xr s ;
On(z) = — / V() on—(y) dy.
Jz A



(a) Montrer que pour tout n £ N, 9, est bien définie, bornée et continue sur [0, - x|.

og est bien définie, continue et bornée sur O + o0l.
Supposons que pour n > 1, ¢,_; est bien définie, continue et bornée sur [0. — ool
sin(A(z —y))

3 V(y)on—-1(y) est intégrable sur 0, + oo[. D'ou ¢, est

La fonction y —
bien définie.
En plus, on peut écrire:

‘ sin(Az) [ T eosfAz) [T . . :
on(@) = =2 [ sV )ons() =2 [ i)V (y)0n (1)
7 T z
(3)
Donc, ¢, est continue sur [0, + ool.
D’autre coté puisque ¢,_1, il existe alors une constante M, tel que Yy € 0, + oo,

M)n—l(y), S l\/Inn
A partir de ’égalité(3), on obtient :

I [
on@l <22 [ vl
e S
Donc o,, est bornée.
(b) Montrer que pour tout u € [0, + o, |sinz| <u. - ¥

D’aprés le T. A. F. pour tout u > 0, il existe ¢ € [0,u], tel que sin(u) = ucos(c). Donc
|sin(u)] < u. : :

(C) Montrer que pour tout z et tout y tels que y >z >0, on a:

2\y
1+ Ay

sin(A(@ - )| <

(1+Ay)lsin(A(z — y))| < [sin(A(z — )| + Aylsin(A(z — y))|

. 2 . . .
(d) 1. Montrer que I’application y — 1 ‘y/\y V(y)| est intégrable sur 0, + >ol.
T 2y i . : : 2Y. e
La fonction y — {V(y)| est continue sur [0, + oo et iViy) <
1 + /\y > 3 l —+ /\y
. ) ) i , : 2y N
TEL (y)|. La fonction V est intégrable sur [0,+c0[ donc la fonction y — s i V(y)l
est intégrable sur [0, + col.
On pose pour tout z > 0,
A= V.
ii. Montrer que, pour tout z > 0,
lim @Qa(z)=0
A———2c F
10






