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Exercice

80it (i )uen- 1ne suite a valeurs réelles telle qne pour tout n € N*, a,, > 0 er lz série
Z - ost convergente. On pose

0=

n i
S, = E e et S=9 T
p——
k=1 k=1

OUn designe par C(R. R) I'espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs dans R.
- | i !
On considere [ € ("R, R) et on définit. sur R. la suite de fonctions { £ )nes par

LY

fole) = fl&)

1 nEriin
l falz) = = / Jooa(t) dt pour n > 1.
in Jor

L. (a) Déterminer la snite (f,)nen 51 f est une application constante.

s

-

(b) Déterminer la suite { f,),en lorsque f(t) = ¢.

(¢} Déterminer la suite { f, jaen lorsque f(t) = &

2. {a) Montrer, par récurrence sur n. que pour tout n € M. [, est de classe C" sur R.

=
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(b) Montrer que pour tout n € N* et tout €R,ona:
, 1 y
11(2) = —[fas(z + an) = faa(2)]
an

et que

1 IT+0n1 ,
Fraa(e) = — [ £t dt.
-+ T

3. Soit (a,b) € R? tel que a < b— S. On pose, pour n > 1,

Iz = a5 —8 et H,=sup|fi(z)|.
z€l,

(a) Justifier I'existence de H, pour tout n > 1 et montrer que la suite (H,)nen-
est décroissante.
(b) Soient r € [a,b— S] et n un entier non nul.

i. Montrer qu'il existe ¢, € [T, T + an4a] tel que fryi(z) = fulcn).
ii. En déduire que :
'fn«.—l(x) B fn(r)l S HlarH-l-

4. (a) Montrer que la série de fonctions Z( fa+1— fa) converge normalement sur tout
n>0
compact de R.

(b) Montrer que la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément sur tout com-
pact de R. On note ¢ sa limite.

{c) Montrer que ¢ est continue sur R.
(d) Donner la fonction ¢ lorsque f(¢) = t.
5. On considére
T: C(R,R) — C(R,R)
f — T(f)=0¢.
(a) Vérifier que T est un endomorphisme.

(b) T est-il surjectif ?

Probléme

Partie E

Soit V" une application de classe € de [0, +o0] a valeurs dans C. Pour A > 0. on
s P - . 3 3 % 1
considere les équations fonctionneiles suivantes :

Hz) =2 «/ (z-y)(V(y) = X2 f(y) dy (EA)
0
glr] = i +/ Kz, y, N\gly) dy (E)
0




™

avec
K(z.5.0) = y(1 - 2)(V(y) - 3.

On dira que f est une solution de (E)) sur [0, +oc[ si et seulement si f est continue sur
0, +oc[ et Yz € [0, +o0|, f vérifie (E)).

%]

On dira que g est une solution de (EY) sur [0, +oc[ si et seulement si g est continue sur
{0, +oc| et Yz €]0, +o0], g vérifie (E}).

1. Soit f une solution de (E)) sur [0, +o0].
(a) Montrer que f est de classe C™ sur [0, +oc|.

(b) Montrer que pour tout z > 0,

fle)=1+ / (Vi) = N f() dy.
0

o

Soit f une solution de (E,) sur [0, +oc[. On définit la fonction g sur [0, +oc{ par

' i(_:c_) siz >0
gz =3¢ %

il siz=0.

Montrer que g est continue sur [0, +oco] et que c’est une solution de (E}) sur [0, +-ocf.

Y

3. Pour A\ > 0 fixé, on définit la suite de fonctions (¥, )nen sur [0, +oo[ par

wo(z) =1, V z € [0, +o0]

et pour tout n > 1

onla) = [ K,y i) dy iz >0
0

: (a) Montrer que pour tout n € N, u, est bien définie et est continue sur [0. +~oci.

(b) Montrer que pour tout £ > 0 et tout y > O telsque 0 <y < r,ona:
K(z.y. M| < y(IVi)l +27).

{c) Montrer, par récurrence sur n, que pour tout n > let tout z > 0 ona:

; { ,“i_l'”n
!b'n!I)l _<_ ——r—'—
A ou : .
4 Py(z) = A% + / yViy)ldy.
2 Jo
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4. (a

) Montrer que la série de fonctions E Un converge simplement sur [0, +oc].

) n>0
On pese pour tout = > (

+CC
p(z) = E Un(x).
n=0

(b) Montrer que la fonction v est continue sur [0, +oc|.

r (¢) Montrer que « est une solution de (E) sur [0, +oc|.

5. Pour « € [0, -], on pose

p(z) = zu(z).
(a) Montrer que  est une solution de (E,) sur [0. +oci et quelle est de classe (™
sur [0, +o0].

(b) Montrer que pour tout r > 0, on a :

(c) En déduire, en utilisant la Questiou 1. (b), que pour tout r =),

' (z)] < @
{(d} Montr

Fer que @ est une solution sur [0, +-oc de 'équation différentielie

¥ =Viz)y= -\,

b

Partie [B]

Seit V' une application de [0, +o0]
G

a valeurs dans C. On suppose que V est de classe
et intégrable sur [0, +o0f

Pour A > 0. on consideére I'équation fonctionnelle snivante -

ohn T sin(Mz —y)). ., e
flz) =t - / e \ v) Viy) f(y) dy (Fx)
.Il'r Vs

On dira que f est une solution de {F1) sur 0. +oc] si et seulement si f est continue et
bornée sur [0, +xjet v <

§

< [0, +oc|. [ vérifie (Fy).

L. Soit f nne solution de (F)) sur [0, +o0l.

(a) Montrer que / est de classe O™ sur 0, +oc.

(b} Montrer que pour tout r > 0.

r+0oc
f(

fi(z) = —ide ¥ —/ cos(AMy — z))V(y)fly)dy.

N~
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2. Pour A > 0 fixé, on définit la suite de fonctions (¢y)nen sur [0, +00| par

do(z) =€, Yz € [0, +oo

o\

et pour tout n > 1 et tout z > 0,

ou() == [ OEDyqg)ay

(a) Montrer que pour tout n € N, ¢, est bien définie, bornée et continue sur
- [0, +oc].

(b) Montrer que pour tout u € [0, +oo], |sinu| < u.

(c) Montrer que pour tout z et tout y tels que y >z > 0, on a :

2y
T 1+ Xy

[sin(A(z - )| <

[V (y)| est intégrable sur [0, +oo.

d) i. Mont I’applicati
(d) i. Montrer que appcalony»——»1+/\

On pose pour tout z > 0,

—+00 2
T y
ii. Montrer que, pour tout z > 0,
lim Qi) =

(e) Montrer que, pour tout n € N et tout z >0, on a :

|¢ (I)I T (Q,\(I))

3. Montrer que la série de fonctions Z ®n converge simplement sur [0, +00][.
n>0
On pose pour tout z > 0

‘I’(.’l}) = Z ¢n(x)'

n=0
4. Montrer que la fonction ¥ est continue sur [0, +-o0|.

. Montrer que ¥ est une solution de (F)) sur [0, +oo[ et qu’elle est de classe C* sur
[0, +o0.

ot

(=2]

. Montrer que pour tout £ > 0, on a :

U (z) — e ™) < eN@ _

et
+00
W (z) + ide | < @) / V()| dy.



7. Montrer que ¥ est une solution sur [0, +oco[ de 'équation différentielle
Y = Vizly = -)y.

8. Pour tout A > 0 et tout z > 0, on pose
H(A, z) = ¢/ (2)¥(z) — ¥'(z)p(z)

ou ¢ est la fonction définie & la Question 5. de la Partie A et U est la fonction définie
a la Question 3. de la Partie B.

(a) Montrer que pour tout z € [0, +oo,
H(\ z) = H(),0).

(b) Montrer que pour tout A >0, on a :

[H(A,0) — 1| < @ _ 1

(c) Montrer que : ~
im H(A0)=1.
A—+00
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