CORRECTION MATH II

Partie 1

1. L’unicité découle du fait que (o.8), est un produit scalaire sur R™ Pour 'existence
il suffit de prendre I'application linéaire u™ de matrice ‘B, car (u(z),y), = 'X'BY =
(r.uly)a, Yz €R"yecRP

-

2. La matrice de u™ o u est ‘BB qui est une matrice carrée symétrique n. donc elle est
diagonalisable dans une base orthonormée de R™.

Soit A une valeur propre de u”ou et & # 0 tel que u” o u(z) = Az, alors Az, ), =

(w oulr).r), = {ulx) u(z)), > 0. donc A > 0.

!

N

Jorgkeru” = Yy e R" (youir)), =0 = 7Ty eR™ (z.uly)), =0 == ¢

(Imur—.
rehReruou= {woulr) e, = uleiuri), =0 =z & Keru. Il est évident que

kKeru = Keru™ o u.

1oa) St woufr) = Ar. alors u(x) = 0 et uu” o uiri = du(x), done uf{z) est un vecteur
propre non nul de u o ™ pour la méme valeur propre A.

b} L'endomorphisme u* o u de R™ est un endomorphisme symétrique car sa matrice est
‘BB. donc il est diagonalisable dans une base orthonormée. Si A est une valeur propre
non nulle de u*ou de multiplicité m, alors dimker{u"ou—Aid) = m. Soit (4. ... .v,,) une
base de ker(u*ou—Aid), alors (u(wq), ... . u{v,)) est un systeme libre de ker(uou™— Aid).
[I en résulte que dimker{u o v* — Aid) > m. Par réciprocité dimker{u o u* — Aid) = m et
A est une valeur propre de u o u™ de méme multiplicité.

¢) St Ay, ..., A sont les valeurs propres non nulles de u” o u de multiplicités respectives
my. ... ,my, alors R™ = keru™ o u % (&2 ker(u™ o u — Ajid)) et R? = keruou™ &
(:bi=; ker(wou™ — Ajid)). Donc rang(u o u™) = rang(u* o u). De plus ker(u” o u) = Ker u.
Douc rang(u* o u) = rangu.

d) Sin > pet Ay ... A sont les valeurs propres non nulles de u* o u de multiplicité
respectives my, ... .M, et si m = n — ijl m;, alors Pigg = (=1 X" H;=1(X -
)\J)mf et Pgig = (—I)PXP‘"‘ Hj:l(‘( — /\j)mf. Donc Pigg = (__1)n—an—pPB:B-
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3. a) La matrice X est de type (n, 1) et elle est de rang 1.

b) D'apres ce qui précede la matrice X'X est semblable a une matrice diagonale de

A0 ...0
0 ... 0 ) e W 2 no_2
type | . ... |- Commela trace de la matrice X*X est {|z||* = }7_, z%. alors
1 0
A=zl

b) Siljz|l, = 1. H = I, —2X'X est la matrice de I'endomorphisme [ — 2u o u~, avec
u 'application linéaire de R dans R™ de matrice X. H? = (] - 2X'X)({ - 2X'X) =
[—4X'X +4X°XX' X = [ car' XX = 1.

SU'XY =0.alors HY =Y. et HoX = aX —2aX' XX = —aX.

)~ [y o 5 —4 2
B=1|-1 2 | ‘BB = '09) tB'B=| -4 5 2| Donc BB est équiva-
29 7/ 2 2 R
0 0 0
lente a fa matrice { 0 9 0
' 0 0 49

. Soit 4 € M, (R une matrice symétrique et soit p < n.

a) = b) résulte de ce qui précede. (1l suffit de prendre I'application linéaire 1: R? — R*
de matrice B.)

b) = a) A € M,(R) une matrice symétrique et p < n de valeurs propres positives. Si
AL - -+ A sont les valeurs propres non nulles de A répétées autant de fois que leur ordre

de mt\tlt;iplicité, alors il existe une matrice P orthogonale telle que A = PD'P. avec D =
A0 o0 0D

O 0 ... 0

. avec (0,_m, ) la matrice nulle de M,,_,, (R}

0 .. 0 An
0 (Onom )
Comme le rang de A est au plus p, alors m < p. Il suffit de prendre la matrice B = PD,.

/ VA0 ... .0 \
0 R | 0

avec D, ¢ M, ,(R) la matrice D, =

O ( On—m,p—m )

avec (Dp_pmp_m ) la matrice nulle de type (n — m,p —m).
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Partie II

A)

- Une matrice symétrique S € My(R) est diagonalisable. Si A1, Ay sont les valeurs nropres

de S. Alors S définit une forme bilinéaire symétrique positive ssi A et A, sont positives
ce qui est équivalent & Ay A, > 0 et Ay + X, > 0. ce qui est encore équivalent a trS > ¢
et det § > ().

pley)=a*(eiys + Ly ) + b (rays + I3y2) + Ay + I3yp)

3. a) plr.v) = —2a?, (i
(

—a® —c*er p(w,w) = —2¢% Donc la matrice Ay =

—2a? he —
\ b —a? —¢? -

(v.w) = b
-t
2¢* '

b} Comme trdy = —2(a® = ¢?) < 0. alors Ay définit une forme bilineajre svmeétrique

‘oar; - S : e I D22 0,22 | opl 2 3
negative ssi det Ay > 0. ce qui est équivalent au fait que 2a2b* + 2a%¢? + 222 - gt _
/')z —t > 0.

B)

¢} Soit A, B.("un triangle. dans tous les cas on peut se ramener 4 la situation suivante-
P

/

A
h est la mesure de la hauteur issue de (., alors 28,40 = he et d’aprés le théoreme
de pythagore, h? = a® — ¢ = b* — ¢ Donc a® — b* = cfe; — ¢5). Donc 482, . =
22 p2y2
o a® + ¢* — b%) . o \ . _
c:z(az _ ! v - ) et 1687, . = 2a°b + 2ac® + 2b%c* — a* — b* — 1,
Te bie

d) A3 définit une forme bilinéaire symétrique ssi a. b, ¢ sont les mesures des cotés d'un
triangle dans le plan.

L. det A # 0, donc @ est non dégénérée.

2. Qe y,2) =22y + 2zz+ 2yz = Yo +y + 22)* - 3z —y)t - 225
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3. 0 n'y a pas unicité de la base (v, vy, v3). Il suffit de construire une base (uy.us.u3)
formée de vecteurs propres de la matrice A et telle que w{u; . up) = 0 si j # k., et puis

prendre le vecteur v; = aju; de maniere que o(v;,v;) = +1. On prend par exemple
2 L2 2
2 2 Z
o= \/)5 Vo = _YE‘. et vy = —? . La matrice de J de ¢ dans la base
0 0 L2
2
L0 0
(vp.mpyvg)est S =10 -1 0
0 0 -1

4. a) Les applications z — Q(u(r)) et z — Q(r) sont des formes quadratiques. Elles
sont égales ssi elles définissent la méme forme bilinéaire symétrique. Il en résulte que
we O(Q) <= glulr)uly)) = plr.y). Yir.yre R? x R

La matrice de la forme bilinéaire symétrique (z,y) — @(ul(r). uly)) est "WJM et
la matrice la forme bilinéaire symeétrique £ est J dans la base (vy. vy, v53. done u =
O(Q) <= sluln)huly))=polr.y). Wy e R2x R? = ‘MJM = J.

hidetu = +1.

5. a) Vérification immédiate. -

b} St M est la matrice de u dans la base {vy.vs, v3). alors M commute avee W, (#) ot
M,(t) pour tout ¢ € R. Il en résulte que M = A/.

c) L'ensemble .M ((Q)) n’est pas borné donc il n’est pas compact.

6. a) Comme p est non dégénérée, il existe u € L(R?) tel que ¥(z,y) = p(x.uly)). Vo € R®
et Yy € R* Si A est la matrice de » et B la matrice de 1. alors Pendomorphisme u
admet, A~ B comme matrice.

b) Soit v € O(Q) et (z.y) € R® x R® piv(x).vouly)) = p(z,u(y)) car v € (Q) et
Ate). 0 v()) = Do oy)) = a5y =l w31} car 5 € O]

c) Il résulte de la question précédente que (v(z),vou(y)) = p(v(z),uo v(y)). Comme
v est un endomorphisme injectif et  non dégénérée, donc uov = v o u, pour tout

ve 0(Q).
4/0/




Comme {v € GL(R?*),vou=uov, Vu € O(Q)} = {M}, il existe A # 0, tel que u = A/
et 1 = AQ, et O(Q,) = O(Q).

7. Dans la base (vi.vq,v3), V'ensemble § = {(r1,12,13) € R Q(z1.23,23) = 1}
{(x1,r9,73) € R% 2% — 2% — 23 = 1}. Cet ensemble n'est pas borné, donc non com-
pact de R3,

8. Soit u € GL(R?).

a) Soit u &€ O(Q) et r € S, alors Qui{z)) = Q(z) = | et donc u(S) C §. Soit
y £ §. comme u est un ondomorphxsme bijectif. il existe z € R?® tel que u(z) = y.
(e = Quiz)) =Qy)=1.doncre SetulS)=S8.
b) Ou suppose que u(S) = S. On pose ry = u{v1 ), 2 = ulvy) et r3 = u(vs).
Qo)) = =l = 1 donc v, € 8. 20V 71)110 v )Ul‘L‘(')} = 2¢(vy, )+ plvaam) = 1.
donc v2u; £ 1y £ S. De méme V2, + 3 € Set V3ot +vy €S,
Donc Qlzy) = Q) = 1. 2:(ey. )+ 2(&g, 22) £2v/20(xy. £2) = 1. Donc plry.zy) = 0.
De méme on montro que ?,t ve) = glzj ey, pour J,k = 1.2.3. Donc u € O(Q).
Partie JI1
1. La matrice de ¢ est symétrique, donc il existe une base orthonormée (uy, ... .u,) de R*
Ay
Aa

telle que la matrice de ¢ dans cette base est diagonale de la forme

An /
avec A; > 0, pour tout 1 < 7 < pet A; <0, pour tout p+ 1 < j < n. Comme la base
est orthonormee. cette matrice représente la matrice de ¢ dans cette base.

Pour 1 < j < p, on pose v; = —%= et pour tout p+ 1 < j < n, v; = —Z=. Dans la base
== VA =0 e

orthogonale (v, ... ,v,) de R”, la matrice de » est diagonale A = ( 8” *O[ )
9

2. Ou suppose dans cette question que p = g et n = 2p et on pose w; = U; + vpy; €t
Wpts = ) = ,4; pour tout 1 < j < p.

a) Za]-wj =0=a;+ ap.; =0, pour tout 1 < j < p=>a, =0, pour tout I <k <n.
=1
Donc (wy, ..., wy) est une base de R™.
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b) Qw;) =0 et ,,(wj wi) =0, pour 1 <j#k<p pourl<j 75 k< p, olwj, wig,) =

0 et pour I < 3 < p, p(w;,w;4p) = 2. Donc la matrice de ¢ dans cette base est
( 0 2Ip>
20, 0
3. Dans la base (vy, ....v,), & = {(21, ... ,z0): T3 + .. +J: ;H—...—"*l‘ S
est non vide si p > 1 et S est borné ssi p = n. ce qui est equxvalent a  définie positive.

. Soit u € GL(R™)

O(Q). alors u(S) = 8. (méme démonstration que dans la partie [1 B) 8) a).

M

aj u

b) Soit u € GL{R") tel que u(S) = S. On pose z; = u(v;), pour j = 1. ... .n.

i) La vérification est 1mmed1ate.

) =(v;+re) €S = pla,.xy) = 0051 j # k. Ilest évident que 2z, 2;) = L. car », € 5.
VIiei k=S = gl r) =10
\/§z'_}. tort g €8 = plag, o) = 0. len résulte que iz, ry) = 5(v,, vei. pour tous
< 5,k <netdoneu< OQ).




