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L’usage des calculatrices est strictement interdit.
Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté de la rédaction
et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le sujet peut étre

ntilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu étre démontré.

Pour tout entier m € N”, on munit 2™ de sa base canonique et du produit scalaire nsuel
(T, Ym = Z;’;l ziy;. avee, 2= (I, ....Zm) et y={y1, .-- . Ym)-
On note .\, ,(R) I'espace des matrices & n lignes et p colonnes & coefficients réels, et M, (R) =
My n(R). 81 4 & M, ,(R) on note ' 4 la matrice transposée de 4. (*4 € M, ,(R).)
L(R™) désigne ’espace des endomorphismes de 2.
On rappelle que toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée.

Partie I

On note (ej, ... .e,) la base canonique de R" et {éy, ... ,€,) la base canonique de RP.

Soit u: R®™ — R? une application linéaire de matrice B.

1. Montrer qu'il existe une unique application linéaire notée u*: R? — R™ telle que
(w(z). y)p = (2. 0" (Y))n, Yz eR™ etVyeR"

(On pourra caractériser u” par sa matrice)

2. Montrer que u*ou est un endomorphisme de R™ diagonalisable et que ses valeurs propres
sont positives.

3. Montrer que Keru® o u = Ker u.

4. a) Soit z un vecteur propre non nul de u* o u relativement a une valeur propre A non

nulle.




Montrer que u(z) # 0 et que u(x) est un vecteur propre non nul de v ou* pour la méme
valeur propre A.
b) Montrer que si A est une valeur propre non nulle de u* o u de multiplicité m, alors A
est une valeur propre de u o u* de multiplicité m.
¢) En déduire que u*ou et uwou* ont le méme rang et que ce rang est égal au rang de u.
d) En déduire que si n > p, alors le polynoéme caractéristique de la matrice ‘BB est égal
a {—1)""P X" ?Pg.g, avec Pg:p le polynome caractéristique de B*B.
Z1
Soit r = Z?:1 z;e; un vecteur non nul de R" et X =
I,
a) Donner le rang de la matrice X*X
b1 Déduire de ce qui précede que la matrice X'.X est semblable a la matrice diagonale
A
0

noo2
e

, avec |[z|[2 = Zui=1 T,

0,
ci 51 Hzll, = L, montrer que la matrice [, — 2X’ X est orthogonale et c’est la matrice de

la svmeétrie orthogonale par rapport a Uhyperplan orthogonal a r. ({,, désigne la matrice
identité dans MW, (R}

Cy g
Dans cette question on prend B = | -1 2
2 2

Calculer *BB et B'B et donner sans calculs une matrice diagonale semblable a la matrice

B*B.

. Soit A € M, (R) une matrice symétrique et n > p. Montrer que les propriétés a) et hi

suivantes sont équivalences:
a; 1l existe une matrice B € M, , telle que A = B'B
b; rangA < p et les valeurs propres de A sont positives.

Partie II

A)

L.

Montrer qu'une matrice symétrique S € M,(R) définit une forme bilinéaire symétrique
positive si et seulement si tr(.S) > 0 et det .S > 0. (trS désigne la trace de la matrice S et
det S le déterminant de S.)

0 a? &

Soient a, b et ¢ trois nombres réels strictement positifs, et la matrice A = | a* 0 *
2 12

¢ b 0

On note ¢ la forme bilinéaire symétrique sur R® associée a la matrice A.

. Ecrire p(z,y), pour (z,y) € R X R (¢ = (21, 2, w3) et y = (y1.y2. y3)).

On considere 'hyperplan H de R3 défini par: H = {z = (21, 22,73) € R 2+ 25413 =
0}.




a) Donner la matrice Ay de la restriction de ¢ a H relativement a la base (v, w) de H,
avec v = (—1,1,0) et w = (—1,0,1).

b) Montrer que la matrice (—Ay) définit une forme bilinéaire symétrique positive si et
seulement si 2a%b? + 2a%c? + 2b%c? — a* — b* — ¢ > 0.

c) Montrer que si a,b, ¢ représentent les mesures des cotés d’un triangle dans le plan,
-alors l'aire S, 4. de ce triangle vérifie: 1682, = 2a*h* + 2a%c? + 20°c* — o' — b* — ¢*.
d) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les nombres a,b, ¢ pour que la
matrice (—Ay) définisse une forme bilinéaire symétrique positive.

B)

Pour la suite de cette partie, on prend a = b = ¢ = 1. On note toujours y la forme bilinéaire
0 1 1

vmétrique sur R? de matrice A= [ 1 0 | |. On note @ la forme quadratique associée a

1 10

a forme ¢ et O(Q) = {u € LIR?); Qu(z)) = Q(x), Yz € R*}. (L’ensemble (O(Q)) est appelé

e groupe orthogonal de la forme quadratique Q.)

1. @ est-elle non dégénérée?

2. Réduire la forme quadratique Q.
3. Donner une base (vy. v, v3) de R telle que la matrice de o dans cette base est
/1 0 0
J=+1t0 -1 0
0 0 -1

1. Soit u € L(R?) et M sa matrice dans la base (v, va, v3).

a) Prouver que:

e 0Q) <= ¢l(ulz),uly)) = p(z,y),Y(z,y) € B> x R

et ueO(Q) < ‘MJIM=J

b) Calculer det u, pour u € O(Q).
5. Soit M(Q)) ={M € M;(R) tel que *MJM =J}
a) Vérifier que pour tout ¢t € R, les matrices M;(t) et M,(t) sont dans M(Q), avec

cht sht 0 cht 0 sht
A/[I(t) = sht cht 0 et AMz(t) = 0 1 0
0 0 1 sht 0 chi

b) En déduire une caractérisation des endomorphismes u € L(R?) tels que vou =uov
pour tout v € O(Q).
c) L'ensemble M(Q) est-il un compact dans M3(R)?

Soit () une forme quadratique non nulle telle que O(Q) C O(Q;). On note ¥ la forme
bilinéaire symeétrique associée a (1. On se propose de montrer que (J et (J; sont propor-
tionnelles.




6. a} Montrer qu'il existe un unique endomorphisme u € L(R?) tel que ¥(z,y) = (2, uly)).
Vr € R%et Yy € RS,
b1 Montrer que pour tout v € O(Q),

Flete),vouly)) = olr. u(y)) et plv(z)uov(y)) = ¢(r,uly)), YreR® etVyc R

- <) En deduire que uwo v = vou. pour tout v € O(Q) et qu’il existe A # 0, tel que
Q1= A0 et O(Q1) = O(Q).
L'ensemble S = {z € R*% Q(z) = 1} est-il un compact de R*?
3. Soit u € GL(R?). On se propose de montrer que u € G(Q) < u(S) = S.
al Montrer que si u € O(Q), alors u(§) = §.
bi On suppose que u(S) = 8§.
i) Vérifier que vy € 8. V20 + 1, € 8. V30, —m € S V20 1 €8,V — v €8 et
Vi3v, + v+ €8S,

i1+ En deduire que o{vi, vp) = pluiv; ) w{vg)). pour jik = 1,23 et que u & Q(Q).

~1

Partie TI1

Dans cette partie ¢ désigne une forme quadratique sur X" non dégénérée et - la forme

o T

bilinéaire symétrique associée & Q. On note O(Q) = fu = L(R™); Qluie)) = Qe ¥z = 370 et

S={r= =% Q(xy =1}

i. Construire une base orthogonale (v, ... .v,) de R™ telle que la matrice de o relative-
. . ; s 0\

ment a cette base est diagonale de la forme A = 0 ; }
4 - -‘? .
{1, ‘respectivement [,) désigne la matrice identité d’ordre p (respectivement la matrice
identité d'ordre g)). p est le nombre de valeurs propres positives de la matrice de 2 et ¢
est ie nombre de valeurs propres négatives de la matrice de .
(On précise que dans le cas oti ¢ = 0, alors .4 = [,, et le cas ol p = 0, alors
A=-1,
On suppose dans cette question que p = g et n = 2p. On pose w; = vy + vpi; et
Wye; = V5 — Upy; pour tout 1 < 5 < p.

| ]

a} Montrer que (wy, ... ,w,) est une base de R™.

b} Calculer Q(wy), pour tout 1 < k < n et donner la matrice de ¢ dans cette base.
3. Montrer que § est un compact non vide de R" si et seulement si ¢ est définie positive.
4. On suppose pour cette question que pg # 0. Soit u € GL(R™).

a) Montrer que si u € O(Q), alors u(S) = §.

b1 Soit u € GL{R") tel que u(S) = §.

i) Vérifier que pour tout 1 < 5,k < pet p+1 < Z.m < n, %(vﬁ-vk) e S, \//‘Evj“r?)g €3S,

V20, — v € 8 et 3u; +vr + v €S,

it) En déduire que pour tout 1 < j. k < n, wlrg, ve) = o(u(v;), u(vg)) et que u € O(Q).



